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ВВЕДЕНИЕ 

Математические задачи с практическим содержанием – это та-

кие задачи, которые связаны с применением математики в технике, 

физике, химии, экономике, биологии, медицине, экологии, а также в 

быту. В этом пособии рассмотрены задачи, которые можно решить с 

помощью производной и интеграла. Эти задачи не совсем обычны 

как по форме изложения, так и по применяемым методам решения.  

Пособие состоит из пяти разделов. В первый раздел включены 

задачи из алгебры и геометрии, во второй – из физики, в третий – из 

экономики, в четвёртый – из биологии и химии, в пятый – задачи, 

связанные с экологическими проблемами. Каждый раздел состоит из 

трёх частей: 

1.  Применение производной. 

2.  Задачи на экстремум. 

3.  Применение интеграла. 

Одним из важнейших понятий математического анализа являет-

ся производная функции. Производная характеризует скорость изме-

нения функции по отношению к изменению независимой перемен-

ной. В геометрии производная характеризует крутизну графика, в ме-

ханике – скорость неравномерного прямолинейного движения, в био-

логии – скорость размножения колонии микроорганизмов, в эконо-

мике – отзывчивость производственной функции (выход продукта на 

единицу затрат), в химии – скорость химической реакции.  

В приложениях математики к решению конкретных задач при-

ходится иметь дело с величинами, числовые значения которых полу-

чены путём измерений и, следовательно, точное их значение неиз-
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вестно. Если исходные данные содержат погрешности измерений, то 

применение точных методов вычислений нецелесообразно. Для уп-

рощения и облегчения  вычислений в таких случаях лучше использо-

вать приближённые методы. Теоретической основой одного из про-

стейших приёмов приближённых вычислений является понятие диф-

ференциала. Приближённое значение приращения функции называ-

ется дифференциалом функции и обозначается ,dy  причём 

  .dxxydy   (См. блок задач A). 

Среди многих задач, решаемых с помощью производных, наи-

более важной является задача нахождения экстремума функции и 

связанная с ней задача нахождения наибольшего (наименьшего) зна-

чения соответствующих функций. 

Функция может иметь экстремум (максимум или минимум) 

только в тех точках, которые лежат внутри области определения 

функции и где ее производная равна нулю или не существует. Такие 

точки называются критическими. 

Чтобы найти точки экстремума функции )(xfy     нужно: 

1) найти производную y  и критические точки, в которых 0y  или 

не существует, а сама функция непрерывна, и которые лежат внутри 

области определения функции; 

2) определить знак y  слева и справа от каждой критической точки: 

если при переходе аргумента x  через критическую точку 0x : 

а) y  меняет знак с  +  на  – , то 0x  есть точка максимума; 

б) y  меняет знак с  –  на  + , то 0x  есть точка минимума; 

в) y  не меняет знака, то в точке 0x  нет экстремума. 
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Иногда проще исследовать критические точки, где 0y , по 

знаку второй производной. Для этого необходимо найти вторую про-

изводную y   и определить ее знак в каждой критической точке 0x : 

 если   00  xy , то 0x  точка  минимума; 

 если   00  xy , то 0x  точка максимума; 

 если   00  xy , то такую критическую точку можно исследовать, 

изучая поведение первой производной в окрестности этой точки.  

Говоря об экстремальных задачах, мы имеем в виду задачи 

школьного курса математики, которые связаны с понятиями наи-

большего, наименьшего, наилучшего, наиболее выгодного. 

Чтобы решить задачу на оптимизацию, нужно:  

1) выразить оптимизируемую величину как функцию некоторой пе-

ременной и найти область определения этой функции;  

2) найти критические точки, лежащие внутри области определения, и 

вычислить значения функции в этих точках (не вдаваясь в исследова-

ние, будет ли в них экстремум функции и какого вида); 

3) вычислить значения функций на концах отрезка, т.е.  af   и  bf ; 

4) сравнить полученные значения функции: самое большее из них бу-

дет наибольшим значением, а самое меньшее – наименьшим значени-

ем функции на всей области определения.  

Примечание: если стационарная точка одна, принадлежащая об-

ласти определения, то иногда достаточно определить знак второй 

производной в этой точке и если, например,  вторая производная в 

этой точке больше нуля, а необходимо найти наименьшее значение, 

то в этой точке оно и будет; если точек две или более, то необходимо 
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вычислить значения функции на концах и в стационарных точках.  

Ко всем предложенным задачам в пособии даны решения. Неко-

торые задачи взяты из учебников Германии для школ (гимназий). 

Следует отметить, что автор данной работы не стремился под-

бирать числовые данные в задачах с целью упрощения вычислитель-

ных процедур, поэтому при решении некоторых задач приходится 

проводить довольно громоздкие вычисления. Такие задачи рекомен-

дуется решать, применяя правила приближённых вычислений. 

Заметим, что многие задачи можно решить другими способами, 

однако наша цель показать применение элементов математического 

анализа. 

Предлагаемые в пособии задачи помогут учителю в иллюстра-

ции математических фактов и обосновании того значения, которое 

имеет внедрение достижений передовой науки, новой технологии и 

научной организации труда в промышленном и сельскохозяйствен-

ном производстве, а также в повышении производительности труда, 

снижении себестоимости продукции, режиме экономии, повышении 

качества производимой продукции. 

В задачах, встречающихся на практике, часто функция не дается 

готовым выражением. В таких случаях по условию задачи нужно со-

ставить соотношение, связывающее функцию с тем переменным, от 

которого зависит максимум или минимум функции.    

Главная цель написания этого пособия – показать школьникам, 

интересующимся физикой, биологией, химией и т.д., как можно ис-

пользовать элементы математического анализа в соответствующей 

области науки. 
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АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ 

Применение производной при решении задач из 

алгебры и геометрии 
 

Предметом математического анализа является изучение пере-

менных величин и зависимостей между ними. Понятие о функции и о 

пределе переменной величины составляет основу математического 

анализа. Ставя перед собой задачу исследовать свойства функций, мы 

должны уметь строить график исследуемой функции.  

Умения строить графики функции и их читать, т.е. определять 

промежутки монотонности, экстремальные значения и другие харак-

теристики функции по её графику – важный элемент математической 

культуры. Эти умения необходимы будущему технику, экономисту, 

инженеру, врачу. Во многих задачах график является лишь вспомога-

тельным элементом решения. Отсюда и появляется необходимость 

познакомить учащихся с полным планом исследования и построения 

графиков. Общее исследование функций и построение их графиков 

удобно выполнять по следующей схеме: 

1.  Найди область определения функции. 

2.  Исследуй функцию на периодичность. 

3.  Исследуй функцию на четность. 

4.  Найди точки пересечения графика с осями координат. 

5.  Найди точки разрыва, найди асимптоты. 

6.  Исследуй функцию на экстремум. 

7.  Исследуй направление выпуклости графика функции, найди точки 

перегиба. 

8.  Используя все полученные результаты, построй график функции. 
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Задача 1 

Определите, при каких значениях a  уравнение 

033632 23  axxx   имеет ровно два корня. 

Решение  

Представим данное уравнение в виде равенства двух функций.  

  33632 23  xxxxf    и    .ax   

Исследуем функцию   33632 23  xxxxf  при помощи произ-

водной и построим схематически её график. 

1.  Функция дифференцируема при любом Rx  как целая рациональ-

ная функция.  

2.  Функция не является периодической. 

3.  Функция не является чётной и не является нечётной, т.к. 

        ,3363233632 2323
 xxxxxxxf  

       ., xfxfxfxf   

4.  Найдём точку пересечения графика с осью ординат 0x ,  .3y   

5.  Вертикальных асимптот график функции не имеет, так как она 

всюду непрерывна. Невертикальных асимптот график функции также 

не имеет, так как при x  угловой коэффициент   

.
3363

2lim
32

3 









 xxx
xk

x
 

6.  Найдём критические точки функции, её промежутки возрастания и 

убывания, экстремумы.   .3666 2  xxxf   Следовательно, 

  0 xf  в точках ,3,2  xx  которые являются критическими. 

Найдём вторую производную:   .612  xxf  Определим знаки вто-

рой производной в стационарных точках. Имеем  
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  02 f , следовательно, 2x  есть точка максимума; 

  03 f , следовательно, 3x  есть точка минимума. 

    .843,412  ff  

7. Исследуем функцию на выпуклость. Заметим, что   0 xf  лишь 

при .
2

1
x  Так как  в интервале 










2

1
;  имеем   ,0 xf  то на этом 

интервале функция выпукла вверх; так как на промежутке 
1

2
;  









  

имеем   ,0 xf  то на этом промежутке функция выпукла вниз, а 

2

1
x  - точка перегиба. Воспользовавшись полученными результата-

ми, построим график функции    33632 23  xxxxf . 

График функции   ax   есть 

прямая, параллельная оси абсцисс и 

проходящая через точку с координа-

тами  .;0 a  Графики имеют две об-

щие точки при ,41)( a  т.е. 41a  

и ,84)( a  т.е.  .84a  Таким обра-

зом, данное уравнение имеет ровно два различных корня при 41a  

и 84a  (рис. 1). 

Задача 2 

Докажите, что уравнение 01560253 35  xxx  имеет толь-

ко один действительный корень. 

Решение  

Рассмотрим функцию   1560253 35  xxxxf  и найдём её 

 x

 xf

-84

41

 x

 y

 Рис. 1

-2  3

 x

0
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интервалы монотонности. Имеем 

         .211215607515 24  xxxxxxxf  

Производная  xf   обращается в нуль в четырёх точках: .2,1,1,2   

Эти точки разбивают числовую прямую на пять промежутков: 

         .;2,2;1,1;1,1;2,2;   

На каждом из указанных промежутков производная сохраняет посто-

янный знак. Отсюда заключаем, что на каждом из этих промежутков 

функция  xfy   монотонна, т.е. или возрастает, или убывает. Тогда 

график функции на каждом из указанных промежутков может пере-

секать ось абсцисс не более чем в одной точке. Это значит, что функ-

ция  xfy   на каждом из рассматриваемых промежутков может 

иметь не более одного корня, причём корни функции могут быть в 

тех и только тех промежутках, на концах которых функция имеет 

разные по знаку значения. Имеем  

     

      .lim,02,01

,01,02,lim









xfff

ffxf

x

x
 

Так как  xf  имеет различные знаки только на концах проме-

жутка   ,1;1  то заданное уравнение имеет лишь один действитель-

ный корень, лежащий внутри этого интервала.  

Задача 3 

   Вычислите приближённое значение:  ;171 4  2) ;98,0arctg   .29sin3 0
 

Решение 

Если требуется вычислить  1xf  и проще вычислить  0xf , 

 0xf  , то при достаточно малой по абсолютному значению разности  
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x x dx1 0   можно заменить приращение функции её дифференциалом  

по  формуле      dxxfxfxf 001    и отсюда найти приближённое 

значение искомой величины по формуле  

     dxxfxfxf 001
                                   (1) 

1) Будем рассматривать 4 17  как частное значение функции 

  4 xxf   при .17 1xx   Пусть 160 x , тогда   ,2164
0 xf  

  .1,
32

1

164

1

4

1
014 3

16

4

3

0 




xxdxxxf

x

 

Подставляя в формулу (1), получим  

    .031,2
32

65
1

32

1
217 00

4  dxxfxf  

2) Пусть 98,0arctg  есть частное значение функции xarctgy   при  

.98,0 1xx   Пусть ,10 x  тогда 

    .02,0,
2

1

1

1
,
4

01
1

200 






xxdx
x

xyxy

x


 

Пользуясь формулой (1), найдём:  

98,0arctg        .7754,002,0
2

1

4
00 


dxxyxy  

3) Полагая, что 
029sin  есть частное значение функции xy sin  при 

129
180

xx 


 и что ,
6

30
180

0


x  получим 

    ;
2

3
cos;

2

1

6
sin

6
00 





x

xxyxy  

;
1806180

29
01


 xxdx  
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 y 

x 

y=3x-2 

y=-1/3x+4/3 

y=-1/3x-4/3 

y=3x+2 

-1 

1 

Рис. 3 

    .4848,0
1802

3

2

1
29sin 00

0 










dxxyxy  

Задача 4(A)
*
 

Вычислите приближённо объём сферического слоя, если извест-

но, что радиус внутренней поверхности 5,0R  м, а толщина равна 

0,1 м (см. рис.2). 

Решение 

Объём шара  .
3

4 3RV   Объём 

сферического слоя есть приращение 

объёма шара, вызванное изменением 

радиуса от 5,0  до 6,0  м. Приращение 

объёма шара заменяем дифференциалом:   

.43
3

4 22 dRRdRRdVV    

Подставим числовые значения  .1,0,5,0  dRR  Имеем   

314,001,025,014,34 V  (м
3
). 

Задача 5 (геометрический смысл производной) 

Найдите уравнения касательных 

и нормалей к кривой 
3xy   в точках с 

абсциссами 1,0,1 321  xxx  (см. 

рис 3).  

Решение  

Уравнение касательной к кривой 

в точке   00; xfx  – 

                                                 
*
 См. введение. 

Рис. 2

R

dR
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                                         000 xxxfxfy  .                       (2) 

Уравнение нормали к кривой в точке   00; xfx  – 

                          

 
 

 0
0

0

1
xx

xf
xfy 


                          (3) 

Найдём значения функции    3xxf   при :1,0,1 321  xxx  

      .11,00,11  fff  Так как     ,3 23 xxxf 


  то  

      .31,00,31  fff  Подставив найденные значения 

функции и её производной в (2) и (3), получим уравнения касатель-

ных и нормалей. 

Касательные и нормали имеют соответственно уравнения: 

а) в точке с абсциссой 23:11  xyx  и ;
3

4

3

1
 xy  

б) в точке с абсциссой 0:02  yx  и ;0x  

в) в точке с абсциссой 23:13  xyx  и .
3

4

3

1
 xy  

Задача 6 (решение одной геометрической задачи с помощью про-

изводной из ЕГЭ) 

Площадь поверхности сферы, вписанной в конус, равна 100 . 

Длина окружности, по которой сфера касается поверхности конуса, 

равна 6 . Найдите радиус основания конуса. 

Решение 

Площадь поверхности сферы вычисляется по формуле 
24 RS 

. По условию она равна 100 , отсюда следует, что .5R  

Так как длина окружности, по которой сфера касается поверхности 

конуса, равна ,62 1   RC  то .31 R  Выберем систему координат 
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так, как показано на рис. 4. Известно, что ,5 RCO .31  RCL  

Используя теорему Пифагора, 

найдём .OL  Имеем  

,4925
2

1
2  RROL  

следовательно, точка L  имеет коор-

динаты   .0,4L  Нас интересует ор-

дината точки B , так как BP  - это ра-

диус основания конуса. Заметим, что 

точка B  лежит на прямой AB , ко-

торая является касательной к окружности в точке  .3,4C  Уравнение 

окружности радиуса 5R  имеет вид .22 xRy   Нас интересует 

часть окружности, расположенная выше оси абсцисс: .22 xRy   

Найдём уравнение касательной к этой кривой и вычислим значение 

функции в точке .5x  

Воспользуемся формулой (2), для этого найдём     :, 00 xyxy   

    .3454
22 y  

Так как        ,
25

2
2

1

2
2

1
22

x

x
xxRxy





 то    .

3

4
4 y  

Таким образом, уравнение касательной имеет вид  

  ,
3

1
8

3

4
4

3

4
3  xxy  

отсюда     .1545
3

4
35 y  

Следовательно, радиус основания конуса равен .15  

Рис. 4

x

R

-4 5

C

B

P
0

L

y

A
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Задачи на экстремум 

Задача 7 

Найдите наибольшее и наименьшее значения функции 

   23

2

 xxxf  на отрезках: а)  1;8  , б)  1;1 . 

Решение 

Функция  xf  определена на всей числовой прямой и имеет 

производную    
33

45

x

x
xf


  на всей числовой прямой, кроме 0x : 

   
 

333
3

2

3

1

3

45

3

3

3

22
2

3

2

x

x

x

x

x

x
xxxxf








. 

Критическими точками данной функции будут 0x  и 8,0x . 

а) На отрезке  1;8   данная функция возрастает, т.к.  xf   для 

всех   .1;8 x  Следовательно, на отрезке  1;8   функция прини-

мает наименьшее значение при 8x , а наибольшее при :1x   

.3)1(,40)8(  ffff наибнаим   

б Обе критические точки функции принадлежат отрезку  1;1 . Сле-

довательно, наибольшее и наименьшее значения данной функции на 

 1;1  находятся среди значений:   

.1)1(;03,1)8,0(;0)0(;3)1(  ffff  

Наименьшее значение функция принимает при 1x , а наи-

большее при 0x . При этом   ,3наимf   .0наибf  

Задача 8 

Найдите наибольшую площадь прямоугольника, вершины кото-

рого находятся в начале декартовой системы координат, на положи-
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тельной полуоси x0 , на положительной полуоси y0  и на параболе 

24 xy  . 

Решение 

Обозначим стороны прямоугольни-

ка через x  и y . Тогда его площадь 

yxS   (рис. 5). Выразим y  через x , 

исходя из того, что одна из вершин на-

ходится на параболе 
24 xy  . Заменяя 

y  в выражении площади, имеем 

   24 xxxS  , где x , согласно усло-

вию задачи, изменяется  на отрезке  2;0 . Следовательно, 20  x . 

Ищем далее наибольшее значение функции  xS  на указанном отрез-

ке.       .3424 22 xxxxxS   Следовательно,   0 xS  при 

3

2
x . Учитывая область определения, получаем лишь одну кри-

тическую точку 
3

2
x .   xxS 6 ; т.к. 0

3

2









S , то функция S  

в критической точке 
3

2
x  достигает наибольшего значения. Следо-

вательно,  
33

16

3

4
4

3

2

3

2


















S . 

Задача 9  

Для каких двух положительных чисел, произведение которых 

равно восьми, сумма наименьшая. 

 

 4

 x

 y

 y

  x  0

Рис. 5
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Решение 

Предположим, что x  и y  - искомые числа, тогда сумма: 

.yxS   Из условия известно: 8 yx  выразим .
8

x
y   Подставим в 

yxS  , получим функцию  
x

xxS
8

 , где .0x  Исследуем 

функцию:   .
8

1
2x

xS   Следовательно,   0 xS  при ,221 x  

.0;22 22  xx  Подставим 1x  в   .
16

3x
xS   Получим   022 S . 

Следовательно, функция имеет наименьшее значение. Итак: при 

22
22

8
;22  yx  достигается наименьшая сумма: .24S  

Задача 10 [17,184] 

Кривая CD  задана уравнением   .2
16

7 2  xxf  Для какой точки 

Q , лежащей на кривой CD , площадь прямоугольника RBPQ , пока-

занная на рис.6, будет наибольшая?  

Решение 

Решение приводится из учебника 

[17]. Площадь прямоугольника A  

равна:   .4 vuA   

1.  Промежуточные значения: 

 .ufv   

2.  Исследуемая функция: 

    







 2

16

7
4 2uuuA ,82

4

7

16

7 23  uuu  где .40  u  

A
B

P

R

 y

 0

  С

 9

 4

 D

 x

Рис. 6

Q(u;v)
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Исследуем на экстремум:   .2
2

7

16

21 2  uuuA  Следовательно, 

  0 uA  при  .7
21

4

3

4
,7

21

4

3

4
21  uu  Вычислим  

  .
2

7

8

21
 uuA  

    .07
2

1
,07

2

1
21  uAuA  Таким образом при  2u  дости-

гается локальный максимум. Вычислим   .52,77
189

8

27

200
2 uA  

Значения в крайних точках:     .04;80  AA  Так как    20 uAA   то 

наибольшая площадь будет достигнута, когда точка будет находиться 

на кривой CD   в точке ).2;0(Q  

 

До сих пор мы занимались исследованиями функций, задан-

ных определёнными уравнениями. Однако чаще всего уравнение 

не задаётся, его приходится составлять по данным задачи. 

 

Задача 11  

Какой из прямоугольников с периметром p2  имеет наибольшую 

площадь?  

Решение 

Прямоугольников с периметром p2  имеется бесконечное мно-

жество. Наша задача - выделить из этого множества прямоугольников 

прямоугольник, площадь которого будет наибольшей. Если через x  

обозначить длину одной из сторон прямоугольника, то длина другой 

стороны равна  xp  , а площадь S  такого прямоугольника равна 
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)( xpx  . Найдём критические точки функции  

   .;0, pxxpxS    xpS 2 . Следовательно, 0)(  xS  при 

2

p
x  . Т.к. 02 S , функция S  в критической точке достигает 

наибольшего значения. Следовательно, площадь 
42

2pp
S 








 будет 

наибольшей, а искомый прямоугольник – квадрат со стороной .
2

p
 

Задача 12 [17,188]  

Из круга радиуса r вырезают симметричную звезду (см. рис. 7а), 

и четыре вершины DCBA ,,,  соединяют в вершину, образуя правиль-

ную пирамиду, в основании которой – квадрат (см. рис.7б). Какой 

наибольший объём возможен? 

Решение 

Пусть сторона квадрата x , то-

гда объём пирамиды будет равен 

(см. рис. 7б)   .
3

1 2 OBxV   Рас-

смотрим треугольник OBK (см. 

рис.7б): ,
2

x
OK    .

2

x
rBK    

Следовательно, 









42

22
22 xx

rOKBKOB  .2 rxr   

 Имеем    ,
3

1 22 rxrxxV   где .0 rx   Фигуру на рис. 7б  можно 

выстроить только при условии .0 rx   Исследуем эту функцию: 

б)

  C
CC

CC

 A

 B

Рис. 7

 D O K
K

 B

 K O

x

 а)
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  ,

6

54

63

2

2

22

2

22

rxr

rxxr

rxr

r
xrxr

x
xV








  где .0 rx    Сле-

довательно,   0 xV  при  0x  и .
5

4r
x   При этом   00 V , 

575

16

5

4 3r
rV











,    0rV . Следовательно, объем пирамиды будет 

наибольшим при .
5

4
rx    

Задача 13 

    Найдите наибольший объём цилиндра, вписанного в данный конус. 

Решение 

Пусть задан конус с высотой H  

и радиусом R  (рис. 8). Обозначим че-

рез h  высоту цилиндра и через r  ра-

диус основания цилиндра, вписанно-

го в данный конус. Обозначим 

xBM  . Тогда 

R

H
xLMKxPBh  ˆtg  и xRr  . Объём цилиндра V равен hr2

.  В нашем случае     .
2

R

xH
xRxV   Определим, при каком значе-

нии x  объём цилиндра будет принимать наибольшее значение. Най-

дём производную  xV  :  

          xxRxR
R

H
xRx

R

H
xR

R

H
xV 212

2 
 

  .3xRxR
R

H




 

Следовательно, 

  

  0 xV

 

 при 
3

R
x  . При

K

M

 P

BL

Рис. 8  
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3

R
x   производная    0 xV  и    0 xV  при .

3

R
x   Следовательно, в 

точке 
3

R
x   функция  xV  имеет максимум. Так как x  может менять-

ся от нуля до R , причём      00  RVV , то число  
2

27

4

3
HR

R
V 








  

является наибольшим значением объёма вписанных цилиндров.  

Задача 14 [17,188]  

В шар вписана правильная треугольная призма, в основании ко-

торой лежит правильный равносторонний треугольник. Какой наи-

больший объём может иметь призма? 

Решение 

Радиус шара обозначим  R , длину 

стороны равностороннего треугольника  

– ,a  расстояние от центра шара до 

плоскости, содержащей основание 

призмы – h . Так как в основании приз-

мы лежит правильный треугольник ABC  (рис. 9), то его площадь 

равна: .
4

32a
S ABC   Треугольник вписан в круг, тогда круг имеет 

радиус, равный 
a 3

3
.  Если M  – центр круга, то из треугольника 

OAM выразим  a . Имеем: 
22

2

3

3
Rh

a









. Следовательно, 

 .3 22 hRa   Находим  объём призмы как функцию переменной 

h :     ,66232 3222 hhRhhRhShV ABCприз 
 

где .0 Rh   

Рис. 9

 B

 CA

 R
 O
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Ищем критическую точку найденной функции:   .186 22 hRhVприз   

Следовательно,   0 hVприз  при .
3

0
R

h     ,36hhV  .0
3










R

V  

Очевидно, что при 0hh   функция имеет наибольшее значение. По-

лучаем, что наибольший возможный объём рассматриваемых тре-

угольных призм равен .
3

4 3R
 

 

Применение интеграла  

Задача 15 

Доказать неравенство sin20
7

20

  .  

Решение  

Sxdx  
9

0

cos
9

sin20sin



 , 

где S  - площадь криволинейной тра-

пеции OACD (см. рис. 10), а площадь 

прямоугольника OABD (содержащего 

криволинейную трапецию OACD) равна 
9

1


S . Поэтому 

9
20sin


 . 

Задача 16 

Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями 

542  xxy  и 1 xy  (см. рис. 11). 

B  1A
C

D O

9



2



  y

 x

xy cos

Рис.10  
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Решение 

Найдём абсциссы точек пересече-

ния графиков функций  1 xy  и 

,542  xxy  для этого решим уравне-

ние   .541 2  xxx  Из квадратного 

уравнения 0452  xx  находим  11 x  и .42 x  Искомую площадь 

находим по формуле:              
b

a

dxxfxfS 12  

где      xfxf 21 ,  – заданные непрерывные функции, а S  площадь 

фигуры, координаты точек которой удовлетворяют неравенствам  

   ., 21 xfyxfbxa   

     







  

4

1

2
34

1

2
4

1

2 4
2

5

3
45541 xx

x
dxxxdxxxxS

      .5,4125,3721144116
2

5
164

3

1
  

Задача 17 

        На рис. 12 изображена фигура, ограниченная линиями  

,562
1  xxy   342

2  xxy  и .1533  xy  Найдите площадь 

этой фигуры. 

Решение 

Найдем абсциссы точек пересече-

ния данных парабол с осью x0 . Для 

этого решим два уравнения     

0562  xx  и 0342  xx . 

Корнями первого уравнения являются 

 x

 y     

y

 1  2  4 0

Рис. 11  

 x

 y

 0  1
 3 4 5

y1

y2

y3

Рис. 12  
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числа ,5,1  xx  а корнями второго уравнения являются числа 

.3,1  xx  Для определения абсциссы точки пересечения 2y  и 3y  

решим уравнение .153342  xxx  Находим, что 4,3 21  xx , 

т.е. 4x . Вычислим площадь: 

   dxxxdxxxS   
4

1

2
5

1

2 3456   .
6

73
153

5

4

  dxx  

Задача 18 (вычисление длины дуги кривой) 

Вычислите длину дуги полукубической параболы  32 1 xy  

между точками )1,2( A  и )8,5( B  (см. рис. 13). 

Решение 

Длина дуги  в прямоугольной 

системе координат определяется фор-

мулой  

    .11
22

  
B

A

B

A

x

x

y

y

AB dyxdxyL  

Разрешаем данное уравнение относительно y  и находим :y  

    .1
2

3
;1 2

1

2

3

 xyxy  Знаки   в выражении y  указывают, 

что кривая симметрична оси x0 ; точки A  и B , имеющие отрицатель-

ные ординаты, лежат на той ветви кривой, которая расположена ниже 

оси x0 . Подставляя в формулу, получим   

       
5

2

5

2

2
59

2

1
1

4

9
11 dxxdxxdxyL

B

A

x

x
AB  

      .63,759
27

1
5959

18

1
5

2

2

35

2

2

1

  xxdx  

 B

 A
 2   5

 -8

 -1
 x

 0

  y

Рис. 13
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Задача 19 (вычисление объёма тела по площадям параллельных        

сечений) 

Вычислите объём пирамиды, площадь основания которой равна 

S , а высота H  (рис.14). 

Решение 

Вычислим объём пирамиды по 

формуле:        dxxSV

b

a

   (4),    

где  xS  – площадь поперечного сече-

ния. Так как 
 

,
2

2

H

x

S

xS
  то 

  .2

2
x

H

S
xS   Следовательно,    .

3

1

3
0

3

2
0

2

2
SH

x

H

S
dxx

H

S
V

HH

   

Задача 20 (вычисление объёма тела вращения) [18,242] 

Найти объём тела, образованного вращением фигуры, ограни-

ченной линиями: .3,0,  xyxy   

Решение  

Вычислим объём полученного тела 

(см. рис. 15) по формуле:  

   dxxfV

b

a


2 , где    xfxS 2   из 

формулы (4). Имеем  

 
2

9
0

2

9

2

1
3

0

2
3

0













  xxdxV , т. е. тело имеет объём около 

14,14 кубических единиц. 

 y

 x

y=x
1/2

 O

Рис. 15

3

  

   x

H

Рис. 14
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ФИЗИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ 

При решении задач этого раздела используются формулы, при-

ведённые в таблице 1. 

Таблица 1  

Величины Вычисление  

производной 

Вычисление 

интеграла 

A  работа 

F  сила 

N  мощность 

x перемещение 

 t  время  

 

   xAxF   

 

   tAtN   

 
2

1

x

x

dxxFA  

 
2

1

t

t

dttNA  

m масса тонкого стержня 

x координата точки стержня 

 линейная плотность                 

 

   xmx   
 

2

1

x

x

dxxm   

 q электрический заряд 

 I сила тока 

 t  время   

 

   tqtI   
 dttIq

t

t


2

1

 

S перемещение 

 v скорость 

 t время   

 

   tStv   
 dttvS

t

t


2

1

1  

Q количество теплоты 

 c теплоёмкость 

 t время   

 

   tQtc   
 dttcQ

t

t


2

1
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Механический смысл производной. Рассмотрим уравнение 

неравномерно прямолинейного движения  ,tfS   определенное на 

множестве  , . Зафиксируем последовательно два момента време-

ни 0t  и 1t . Обозначим .01 ttt   

Средней скоростью движения, соответствующей некоторому 

промежутку времени ,t  называется отношение пройденного за этот 

промежуток пути S  к t : .
t

S
vср




  Средняя скорость не характери-

зует движение в определенные моменты времени. Для того, чтобы 

найти скорость движения в данный момент 0t , необходимо умень-

шать промежуток времени .01 ttt   Чем меньше промежуток t , 

тем  меньше средняя скорость отличается от скорости в данный мо-

мент, т.е. от мгновенной. Точное значение скорости .lim
0 t

S
v

t
мгн








 

Учитывая и определение производной, заключаем, что производная 

от пути по времени равна скорости неравномерно прямолинейного 

движения в данный момент 0t , т.е. мгновенной скорости при .0tt   

 

Производная в физике и технике 

 

Задача 1 

Движение определяется уравнением 12 2  ttS  (t  в секундах, 

S  в метрах). Найти скорость движения при 5t с. В какой момент 

времени скорость была равна нулю? 

Решение 
Получаем       20545,14  vttStv  м/с. 
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Если ,0v  то 
4
1014  tt  с. 

Задача 2 [17,35] 

       Вид склона сбоку приближённо описывается функцией xy   

(единичный отрезок равен 5 м). Скат AB  (см. рис. 16) составляет угол 

14
0
 с горизонталью.  

1) Где начинается подъём на склон, где он заканчивается на террито-

рии склона? 

2) Какова длина подъёма? 

Решение 

Представим подъём в виде 

части прямой AB . Уравнение пря-

мой имеет вид .bkxy   Так как 

скат на склоне составляет 14
0
, то   

.
4

1
25,0140  tgk   

С другой стороны прямая ABявляется касательной к функции xy 

, следовательно,     .
2

1

x
xxyk 


  Имеем .
4

1

2

1


x
 Отсюда 

следует, что ,4x  а 24 y . Подставим координаты точки в урав-

нение bxy 
4

1
 и найдем .b  Отсюда .1b  1

4

1
 xy  – есть уравне-

ние касательной к функции xy   в точке ).2;4(B  

Прямая 1
4

1
 xy  пересекает ось абсцисс в точке A  при ,0y  

то .4x  Расстояние от начала подъёма до склона 20 м.  

Таким образом, подъём закончится от его начала на расстоянии 

 y

 x

y=x
1/2

 1

0   1A

B

C

Рис. 16

140
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в 20 м и на высоте 10  м. Длина всего пути будет найдена из прямо-

угольного треугольника ABC . Имеем по теореме Пифагора:  

23,4117101040 22 AB  м. 

Задача 3 [17,180]  

При извержении вулкана камни горной породы выбрасываются 

перпендикулярно вверх с начальной скоростью  1200 v  м/с. Какой 

наибольшей высоты достигнут камни, если сопротивлением ветра 

пренебречь? 

Решение 

Вещество выбрасывается перпендикулярно вверх. Высота камня 

h , как функция времени такова:   ,
2

1 2
0 tgtvth  (h  в метрах; t  в 

секундах). Отсюда следует:     .0 tgvtvth   В верхней точке: 

  .0tv  Известно, что 8,9g  м/с
2
. Следовательно, t 8,91200  и 

отсюда .13t  Продолжительность подъёма составляет 13 сек. Тогда 

  745138,9
2

1
1312013 2 h  м, т. е. камни горной породы достиг-

нут уровня 720  м от края вулкана. 

Задача 4 
Масса радиоактивного вещества в момент времени t выражается 

по формуле ,
2

1 T

t

Mm 







  где T  – постоянная (так называемый пери-

од полураспада), а M – первоначальная масса вещества, т.е. масса 

вещества в момент времени .0t  Докажите, что скорость распада 

вещества в момент времени  t0  пропорциональна массе вещества  0m  

в этот момент времени. 
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Решение 

       Так как  ,
2

1 2ln e  то получаем  

  .
2

1
2ln

2ln
t

TT

t
T

t

MeeMMm


 







  

Скорость распада, т.е. скорость изменения массы вещества от-

носительно времени, есть производная массы по времени: .
dt

dm
v   

Находим  

  .
2

12ln2ln2ln 2ln

2ln2ln
T

t

T

tt
T

t
T M

T
eM

TT
MeMev 


































 



 

В момент времени  0t   имеем    .
2ln

2

12ln
0

0

m
T

M
T

v
T

t









  Таким 

образом, скорость радиоактивного распада в момент времени 0t  про-

порциональна количеству вещества в этот момент времени: ,0mkv   

где .
2ln

T
k   

Задача 5 
Количество теплоты, необходимое для нагревания 1 кг воды от 

0 C до t C, определяется формулой .103102 3725 tattQ    Те-

плоёмкость воды при 100t C равна 1,013. Найдите значение пара-

метра a .  

Решение 

Теплоёмкость     .1091041 275 tattQtc    Так как  при 

100t  значение   013,1tc , отсюда получаем уравнение относитель-
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но .a  Имеем .013,11001091001041 275   a  Следовательно, 

.1a  

Задача 6 [19,193] 

Лестница длиной 5 м приставлена к стене таким образом, что 

верхний её конец находится на высоте 4 м (рис. 17). В некоторый мо-

мент времени лестница начинает падать, при этом верхний конец 

приближается к поверхности земли с постоянным ускорением 2 м/с
2
. 

С какой скоростью удаляется от стены нижний конец лестницы в тот 

момент, когда верхний конец находится на высоте 2 м?   

Решение 

Пусть верхний конец лестницы 

находится в момент времени t  на 

высоте     40, yty , а нижний ко-

нец находится на расстоянии  tx  от 

основной стены. Тогда высота опи-

сывается формулой  

  ,4
2

4 2
2

t
at

ty    где 0t . Для нахождения момента времени ,t  

когда   ,2ty  имеем уравнение .24 2  t  Следовательно, .2t  По 

теореме Пифагора расстояние     ,89425 4222 ttttx   

 скорость этого изменения     .
89

28

42

3

tt

tt
txtv




   

При 2t  эта скорость равна 
21

24
 м/с. 

Задачи на экстремум 

 y

A

 x(t)
B

0
 x

5м

Рис. 17
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Задача 7 

Материальная точка совершает прямолинейное движение по за-

кону   SttttS ,
3

2
25 32   – путь в метрах, t  –  время в секундах. 

В какой момент времени t скорость движения будет наибольшей и 

какова величина этой наибольшей скорости? 

Решение 

Нас интересует скорость движения. Мгновенная скорость дви-

жения v  есть производная пути S   по времени t , т.е. Sv  . Функция 

имеет вид:   .245 2tttv   Эту скорость будем теперь рассматри-

вать как функцию времени. Очевидно, t0 . Производная 

  44  ttv  обращается в нуль в единственной точке 1t . Это зна-

чение и доставляет v  максимальное значение, так как   .4 tv   

При 1t  скорость движения будет наибольшей:   71 v м/с.  

Задача 8 

Установлено, что энергия, отдаваемая электрическим элемен-

том, определяется по формуле 
 

,
2

2

Rr

RE
W


  где E – электродвижу-

щая сила элемента, r – внутреннее сопротивление, R  – внешнее со-

противление. Каким должно быть сопротивление цепи, чтобы отда-

ваемая элементом энергия W  была наибольшей? 

Решение 

Так как нас интересует сопротивление цепи, то рассмотрим 

функцию  
 

.
2

2

Rr

RE
RW


  Очевидно, .0R  Исследуем эту функцию 



 34 

 

на экстремум:  
 

.
3

22

Rr

RErE
RW




  Следовательно,   0 RW  при 

.rR   Определим знак второй производной в этой точке: 

 
 

,
42

4

2




















Rr

rR
ERW   

 
.0

2

42

4

2 












 



r

rr
ERW

rR
 Следовательно, 

при rR   отдаваемая элементом энергия будет наибольшей. 

Задача 9 
Составляется электрическая цепь из двух параллельно соеди-

нённых сопротивлений. При каком соотношении между этими сопро-

тивлениями сопротивление всей цепи максимально, если при после-

довательном соединении этих сопротивлений оно равно R ? 

Решение 

Пусть r – сопротивление электрической цепи, состоящей из двух 

параллельно соединённых сопротивлений x  и .y  Тогда .
111

ryx
  С 

другой стороны, из условия задачи имеем: .Ryx   Выразим одну 

из переменных: .xRy   Получили функцию:  
 

,
R

xRx
xr


  где 

.0 Rx   Исследуем эту функцию на экстремум:   0
2





R

xR
xr . 

Следовательно, .
2

R
x   Определим знак второй производной в этой 

точке:    R
R

R
xr R

x
,0

2
,0

2

2




. Таким образом,  xr  принимает 

максимальное значение при .
2

R
x   
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Задача 10 
Электронагревательный прибор потребляет мощность от источ-

ника тока, э.д.с. которого равна E , а внутреннее сопротивление и со-

противление подводящих проводов в сумме равны r . Какое сопро-

тивление R  должен иметь прибор, чтобы в нем выделялась макси-

мальная мощность?  

Решение  

По закону Ома для полной цепи ток равен ,
rR

E
I


  а по закону 

Джоуля – Ленца мощность, выделяемая на сопротивлении  R , равна 

 
 

.
2

2
2

rR

RE
RIRP


  Исследуем на экстремум:  

 

 
.

3

2

rR

RrE
RP




  

Следовательно,   0 RP  при .rR   Определим знак второй произ-

водной в этой точке  
 

0
)24(

4

2







rR

RrE
RP  при .rR   Наибольшее 

значение полезной мощности равно .
4

2

max
r

E
P   

Задача 11 
Лампа висит над центром круглого стола радиуса R  (рис. 18). 

При какой высоте лампы над столом освещённость предмета, лежа-

щего на краю стола, будет наилучшей 

(освещённость прямо пропорциональ-

на косинусу угла падения лучей света 

и обратно пропорциональна квадрату 

расстояния от источника света)? 

 

 RO A

 C

H

Рис. 18

с

 



 36 

 

Решение 

Пусть предмет находится в точке A . Из условия задачи имеем: 

2

cos

c
kE


 , где ,22 RHc  .cos

c

H
  Определим функцию: 

  ,
3

22





 



RH

H
kHE  где .0H  Исследуем её на экстремум:  

 
 

.
2

522

22

RH

HR
kHE




  Следовательно,   0 HE  при

 

.
2

2
RH   Оп-

ределим знак второй производной в этой точке: 

 
,0

3

2

2

2
3

8

22
23

96

2

2

7
2

3

722

23






































R

R

RH

HRH
RHE  

т.к. числитель меньше нуля. Итак, освещённость предмета, лежащего 

на краю стола, будет наилучшей, т.е. достигнет наибольшей величи-

ны, когда высота лампы над столом составит .
2

2
RH   

Задача 12 
Нагруженные сани движутся по горизонтальной поверхности 

под действием силы ,F  приложенной 

к центру тяжести. Какой угол   

должна составлять линия действия 

силы F  с горизонтом, чтобы равно-

мерное движение саней происходило 

под действием наименьшей силы?  

Коэффициент трения саней о снег равен k .  

 NFтр

 x

 y

F

P

Fy

Fx



Рис. 19  
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Решение 

Разложим силу F  на горизонтальную и вертикальную состав-

ляющие xF  и yF  (см. рис. 19). Сила нормального давления саней и 

вертикальной составляющей силы F : ,sinFPN   поэтому сила 

трения  .sinFPkkNFтр   Сани будут двигаться равномерно 

при условии компенсации горизонтальных сил: трx FF  , то есть 

 .sincos  FPkF   Отсюда находим силу F  как функцию угла  : 

  .
cossin 





k

kP
F   

 
.

)cossin(

cossin
2









k

kkP
F  Следовательно, 

  0 F  при .tgk    

Определим знак второй производной в этой точке: 

 
   

 
.

cossin

cos12cossin2sin2
3

2222











k

kkk
F  

При ktg   имеем .
1

1
cos;

1
sin;

22 kk

k
karctg





   По-

этому 

 
.0

1

12

52

24








k

kk
F  Следовательно, сила  F  будет минималь-

ной. При этом минимальное значение силы F  равно .
1 2min

k

kP
F


  

 

Из решения этой задачи можно сделать практический вы-

вод: когда необходимо везти на санях груз по дороге с большим ко-

эффициентом трения (например, если дорога посыпана песком), 

нужно тянуть сани за короткую веревку. Если же коэффициент 

трения мал, веревка должна быть длинной. 
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Задача 13 

В точке A  прямолинейного рычага второго рода, находящейся 

на расстоянии d сантиметров от его точки опоры, подвешен груз P  

килограммов. Собственный вес рычага составляет k  килограммов на 

каждый сантиметр его длины. Какой длины должен быть этот рычаг, 

чтобы сила F , приложенная к его другому концу и уравновешиваю-

щая груз и собственный вес рычага, имела наименьшую величину? 

Решение 

Пусть длина рычага равна x  

сантиметрам. Тогда его собствен-

ный вес составляет kx килограм-

мов и приложен на расстоянии 
2

x
 

сантиметров от точки опоры (см. 

рис. 20). На основании закона рав-

новесия рычага имеем   ,
2

,
2

kx

x

Pd
xFFx

x
kxPd   где .0x  Ис-

следуем функцию на экстремум:   .
22

k

x

Pd
xF   Следовательно, 

  0 xF  при .
2

k

Pd
x   Т.к. 0x , то определим знак второй произ-

водной в точке .
2

k

Pd
x   Имеем: 02

2

23












k

Pd
xx

Pd

k

Pd
F . 

Следовательно, .2PdkFнаим   Этот рычаг должен иметь длину 

k

Pd
x

2
  см. 

x

kx

d
x/2

B A O
C

F

Рис. 20

 P

 



 39 

 

Задача 14 

Между экраном и расположенной на расстоянии l  от него све-

тящейся точкой требуется поместить собирательную линзу, чтобы 

получить на экране изображение этой точки. Определите наибольшее 

допустимое для этой цели фокусное расстояние линзы и соответст-

вующее расстояние линзы от светящейся точки. 

Решение 

Обозначим искомое фокусное 

расстояние линзы буквой ,F  а соответ-

ствующее расстояние линзы от светя-

щейся точки  –  буквой d  (см. рис. 21). 

Тогда расстояние от линзы до экрана 

составит .dl   Поэтому, полагая в формуле линзы 
Ffd

111
  вели-

чину ,dlf   получим, что ,
111

Fdld



  откуда после сокращения 

найдём, что   ,
1 2 dd
l

dF   где .0 ld   Исследуем на экстремум: 

  .1
2


l

d
dF  Следовательно,   0 dF  при .

2

l
d   Так как 

  0
2


l
dF , то F   достигает наибольшей величины при 

2

l
d   и 

.
4

l
Fнаиб   

Задача 15 [18,215]  

Известно, что прочность балки T  с прямоугольным сечением 

изменяется прямо пропорционально ширине b  и квадрату высоты h   

S

 d l-d

 l

Рис. 21  
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(см. рис. 22). Таким образом,  .2hbkT    

а) Каковы должны быть размеры сечения балки наибольшей прочно-

сти, если балка выпилена из круглого бревна данного диаметра 

60d см. Как выбрать b  и h ? Вычислите отношение bh : . 

б) Для прогиба d  балки длины  ,l  ширины b  и высоты h  с нагрузкой 

L  имеем .
3

3

bh

l
Lcd   Как изменится прогиб, когда hl,  и b  удвоятся? 

Решение 

а) По условию задачи прочность 

2hbkT  , но .222 bdh   Отсюда  

   ,32 bbdkbT   где  .0b  

Исследуем эту функцию на экстремум: 

    kbdbT  22 3 .  

Следовательно,   0 bT  при .
3

d
b   

Определим знак второй производной в этой точке:  

 .0
3

6
3











d
k

d
T  

Следовательно, при 
3

d
b   прочность балки будет наибольшей.  

Найдём h . Имеем dbdh 
3

222 , так как 60d см, то 

3

2
60 h  см. Итак, 

3

60
b  см, 

3

2
60 h  см. Отношение  .2

b

h
 

б) Эту часть задания мы предлагаем решить самостоятельно. 

 

 d  h

 b

 Рис. 22  
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Таблица 2

  ab;0  ;ab ab x

 f

f убыв.
 min

возр.

 

Задача 16 
     На стене висит картина. Нижний конец её на 75см, а верхний на 3м 

выше глаз наблюдателя. На каком расстоянии от стены должен встать 

наблюдатель, чтобы рассмотреть картину под наибольшим углом?  

Решение 

Пусть глаз наблюдателя нахо-

дится в точке  ,0;xC  верхний край 

картины – в точке  ,;0 aB  нижний 

край –  в точке  bA ;0  (см. рис. 23), 

3a  м, 75,0b  м. Тогда  

,22 bxAC   ,22 axBC   по теореме косинусов  

  
22 baAB  22 BCAC  cos2 BCAC  

        ,cos2 22222222  bxaxaxbx  

откуда  
 

       
.

2
cos

2222

2

2222

22222

bxax

abx

bxax

baaxbx









  

Поскольку  ,
2

;0 










  а на этом промежутке cos  убывает, то зада-

ча сводится к нахождению точки минимума функции  

 
   2222

2

bxax

abx
xf




  на про-

межутке  .;0   Производная 

 
     

    
.

2

3
2222

2

bxax

abxxabxba
xf




  

Критическая точка  .,0  abx  Исследуем эту критиче-

 A

 B

 y

 x 0  С



Рис. 23  
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скую точку по знаку производной  xf   слева и справа от неё, как это 

показано в таблице, убеждаемся, что критическая точка abx   есть 

точка минимума. Таким образом наблюдатель должен стоять на рас-

стоянии 375,0   м= 5,1  м от стены. 

 

Применение интеграла 

Задача 17 (о вычислении пути) 

Тело движется прямолинейно со скоростью   233 ttv  м/с.  

Найти путь, пройденный телом за первые 5 секунд. 

Решение 

       По формуле находим     14012515333

5

0

5

0

32   ttdttS  м. 

Задача 18 
Имеется неоднородный стержень длины .l   Какова масса куска 

стержня, если линейная плотность   стержня выражается законом 

  ,2sin3 xxx    ?,0 lx  

Решение  

По формуле из таблицы находим: 

   







 

ll
l

l

xxd
l

xdxx
x

dxxxm
0

2

0
0

2

0

sinsin2
2

3
cossin2

2

3
2sin3  

  .sin
2

3
sin

2

3 2
2

0

2
2

l
l

x
l l
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Задача 19 

Камень подброшен вертикально вверх с крыши здания высотой 

20 м. Какова начальная скорость камня, если через 1 с он находился 

на высоте 30 м? 

Решение 

Пусть камень подброшен вертикально вверх со скоростью 0v . 

Скорость камня равна   ,0 gtvtv   где g  ускорение свободного 

падения. Камень будет лететь вверх до момента времени 1t с. По-

ложив в формуле  
b

a

dttvS    ,1,0,0  bagtvtv  

102030 S м, получим  

  .
22

10 0

1

0

2

0

1

0

0
g

v
gt

tvdtgtv 













    

Следовательно, 9,14
2

100 
g

v  (м/с),  где 8,9g  м/с
2
. 

Задача 20 (о силе давления жидкости) 

Аквариум имеет форму прямоугольного параллелепипеда. Най-

дите силу давления воды (плотность воды 1000 кг/м
3 

), наполняющей 

аквариум,  на  одну  из  его вертикальных стенок, размеры которой 

0,4 м 0,7 м. 

Решение 

Выберём систему координат так, 

чтобы оси y0 и x0  соответственно со-

держали верхнее основание и верти-

кальную стенку аквариума (см. рис. 24).  

x
 y

0 0,7

0,4

 x

Рис. 24
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Для нахождения силы давления воспользуемся формулой  

 

b

a

dxxxfgP  , где g  – ускорение силы тяжести,   – плотность 

жидкости. Стенка имеет форму прямоугольника, поэтому 

   4,0;0,7,0  xxf . Следовательно,   

.56
2

7007,01000

4,0

0

24,0

0

g
x

gdxxgP    

Имеем 8,548P  H ( 8,9g  м/с
2
) 

Задача 21 [18,239] 

Сила в 2 Н растягивает пружину на 4 см. Какую работу надо 

произвести, чтобы растянуть пружину на 4 см. 

Решение 

По закону Гука kxF  , т.е. сила, растягивающая пружину на ве-

личину x , пропорциональна этому растяжению. Из условия 

04,02  k  находим коэффициент растяжения k , он равен 50. По 

формуле находим   

04,02550
04,0

0

2
04,0

0

  xdxxA Дж. 

Задача 22 

При растяжении пружины на 5 см затрачена работа в 29,43 Дж. 

Насколько растянется пружина, если затратить работу в 9,81 Дж. 

Решение 

Выразим все величины в СИ: 00 x м, 05,01 x м, 43,291 A Дж, 

81,92 A  Дж. Подставляя соответствующие данные в формулу для 

работы, получим: 
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.
2

0025,0
43,29,

2
43,29,43,29

05,0

0

05,0

0

2

  k
kx

kxdx   

Следовательно, .23544k  Далее .
2

0

2 

x

xdxkA  Подставим данные в 

эту формулу:  .
2

2354481,9,2354481,9

2
2

0

2

0

xx
x

xdx    Отсюда следует, 

что  0287,0000833,0
23544

281,9
2 


x

 
м. 

Задача 23 
Пирамида Хеопса представляет собой правильную четырёх-

угольную пирамиду высотой 146,6 м, а в основании которой - квадрат 

со стороной 232 м (см. рис. 25). Она построена из камня, плотность 

которого 2,5 г/см
3
 . Найдите работу, затраченную при постройке 

(учитывая лишь подъем). 

Решение 

Проведём вертикально вверх 

ось x  с началом у основания пира-

миды. По этой оси будем измерять 

высоту подъёма камней. Решим за-

дачу в общем виде, а в ответ подста-

вим числовые значения. Пусть высо-

та пирамиды равна H , сторона основания  a , плотность камня  . 

Обозначим через  xA  работу, которую надо совершить для построй-

ки пирамиды от основания до высоты x . Найдём сначала сторону у 

квадрата, получающегося в горизонтальном сечении пирамиды на 

Рис. 25

x

 y

H

 a

 x

 0
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высоте x . Из подобия треугольников получаем ,
a

y

H

xH



 откуда 

 .xH
H

a
y   Рассмотрим тонкий слой пирамиды, расположенный 

на расстоянии x  от основания. Пусть толщина слоя будет dx . Слой 

можно приблизительно считать параллелепипедом. Масса его dm  

равна   .
2

2

2
2 dxxH

H

a
dxydm    При подъёме этого слоя на вы-

соту x  была проделана работа ,dA  равная   ,xgdmdA   где   –  

плотность камня, а 8,9g  м/с
2
. Имеем:    .

2

2

2

dxxHx
H

a
gdA    

Отсюда       
HHH

dxxxHxH
H

ag
dxxHx

H

a
gdAA

0

322

2

2

0

2

2

2

0

2


  

.
1243

2

243
2

2

2
2444

2

2

0

432
2

2

2

H
agHHH

H

agxx
H

x
H

H

ag
H




















  

Подставляя числовые данные 232a  м, 6,146H  м, 5,2

г/см
3
=2,5 т/м

3
, получаем, что 121037,2 A  Дж 5104,2   тонно-

километров.  

Задача 24 

       Газ заключён в цилиндр с подвижным поршнем. Вычислите ра-

боту, совершаемую газом при увеличении высоты части цилиндра, 

заключающей газ, от значения, равного 1h , до значения, равного 2h  

(температура газа t постоянна). 

Решение 

Допустим, что радиус цилиндра равен r  (см. рис. 26). Обозна-

чив через h  высоту цилиндра  и через  rVV   его объём, получим:  



 47 

 

.2hrV   

Найдём силу  ,hF  действующую на 

поршень. Для этого воспользуемся 

законом Бойля – Мариотта kpV  , 

где V  – объём газа, p  – давление, а 

00vpk   – постоянная величина. 

Давление газа .
v

k
p   Площадь поршня равна .2r  Следовательно, 

сила, с которой газ давит на поршень, равна .
2

V

kr
 Поставив в это ра-

венство вместо V  его значение, получим:  .
2

2
2

h

k

hr

kr
pr 




  Тогда 

  .
h

k
hF          .lnlnlnln

1

2
12

2

1

2

1

h

h
khhkhkdh

h

k
A

h

h

h

h

   

Задача 25 [18,240] 

Чтобы поднять спутник массой  1000m  кг на высоту h  м (h  – 

расстояние до центра Земли), мы должны преодолеть силу притяже-

ния Земли F . Сила притяжения уменьшается с возрастанием высоты  

спутника. По закону притяжения Ньютона ( ;rh   радиус 6104,6 r  

м):  
2

17 1
104

h
hF   (h  в метрах; F  в 

Ньютонах). Найдите работу W , затрачен-

ную на то, чтобы вывести спутник на вы-

соту 30000H  км от поверхности Земли 

(рис. 27) и на высоту при H . 

 r

 h2

 h1

Рис. 26  

Рис. 27

h
H

 r
E

 



 48 

 

Решение 

На тело массой 1000m  кг, находящегося на расстоянии h от 

Земли, действует сила земного притяжения    ,
1

104
2

17

h
hF   где 

rh   и 6104,6 r м. Мы вычислим работу, которую нужно проде-

лать, чтобы преодолеть притяжение Земли. Чтобы тело достигло вы-

соты H , должна быть совершена работа:  

101717

2

17 109,4
11

104
1

104
1

104 















Hrh
dh

h
W

H

r

H

r

 Нм.  

Отсюда следует для :H  

10
17

17 103,6
10411

104limlim 












 rHr
W

HH
 
Нм. 

Задача 26 

Найдите работу за промежуток времени 






w

2
,0  переменного 

тока, изменяющегося по формуле wtII sin0 , если сопротивление 

цепи равно R . 

Решение 

Мощность в случае постоянного тока выражается формулой  

RIW 2 , поэтому по формуле из таблицы 1 имеем 

.sin

2

0

022
0  

w

w

RI
dtwtRIA




 

Следовательно, средняя мощность переменного тока равна  

.
22

2
0I

w

A
Wср 
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Задача 27 

Электрический заряд 0e , сосредоточенный в точке ,0x  оттал-

кивает заряд e  из точки ax   в точку .bx   Вычислите работу силы 

отталкивания. Указание. По закону Кулона сила взаимодействия за-

рядов в вакууме равна ,
2

0

x

ee
F   где x расстояние между зарядами. 

Решение 

.
1111

0020 








ba

ee
x
eedx

x
eeA

b

a

b

a

 

Задача 28 

Сила тока в цепи с конденсатором меняется по закону tI cos10

, где амплитуда тока 10max I  А. Найдите заряд, накапливающийся 

на пластинках конденсатора с начального момента t0 0  до момента 

времени  

а) 
2


t  (с);        б) t (с). 

Решение 

По определению сила тока есть производная заряда по времени. 

Чтобы найти заряд, нужно найти интеграл .

0


t

dtIq  В результате за-

ряд на пластинах конденсатора.         

а) 10sin10cos10 2
0

2

0

 




tdttq  K;           б) .0sin10cos10
0

0

 




tdttq  

Конденсатор первую четверть периода заряжается, вторую чет-

верть периода разряжается, и к концу полупериода заряд равен нулю. 
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Задача 29 [19,143] 

В бурильную скважину вставлен стержень длиной 2 м. Площадь 

сечения стержня  A=30 см
2
. Какую массу воды, имеющую плотность 

  г/см
3
, можно извлечь (считается объём воды, находящийся в 

стержне длиной 2 м)? Плотность воды зависит от высоты подъёма x

см:   .024,0 0048,0 xex   Какое количество воды поднимется на по-

верхность? 

Решение 

Изобразим цилиндр с объёмом 

.xAV   При изменении на ма-

ленькое расстояние x  плотность 

изменится на малую величину (см. 

рис. 28). Вода в этом цилиндре име-

ет вес      .xAxVxm    

Масса всей воды в бурильном 

стержне будет равна:  

     


200

0

0048,0
200

0

0048,0
200

0

15030024,0 xx edxeAdxxm   

  931150 96,0  e  г. 

Задача 30
 
[19,143] 

Через одну трубку (см. рис. 29) с внутренним радиусом 3r  см 

льётся вода. Её скорость v  м/с зависит от радиуса x  струи воды: 

   .92 2xxv   Определите объём воды, который пройдёт через эту 

трубку за 5 сек.  

Рис. 28

вверх

   0  x(м)

 x

x

 x 1  2
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Решение 

   
03,0

0

29225 dxxxV   









 4

03,0

0

42

10180
42

9
20 

xx

25,0
4

109
5,4

4













 




 м
3
. 

Задача 31 

Реактивный самолёт в течение 20 с увеличил свою скорость от 

240 до 720 км/ч. Считая движение равноускоренным, найти ускоре-

ние и путь, пройденный самолётом за это время. 

Решение 

Из условия задачи следует, что  

3

200

6060

1000240
0 




v   м/с;  

200
6060

1000720
1 




v  м/с.  

Скорость равноускоренного движения в зависимости от ускоре-

ния a  и времени t описывается формулой 0vatv  . Отсюда  

7,60 



t

vv
a  (м/с

2
). 

Для нахождения пути, пройденного самолётом, воспользуемся 

равенством ,v
dt

ds
  откуда    ;; 00 dtatvdsatv

dt

ds
  

  7,2107,2
2

3

20

0

2

00

2

1

2

1









 





t

t

t

t

at
tvdtatvS  км. 

 

  x

 r
x

Рис. 29
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ЗАДАЧИ ЭКОНОМИЧЕСКОГО СОДЕРЖАНИЯ 

 

Экономический смысл производной. Возьмём производствен-

ную функцию, определяющую соответствие между величиной затрат 

x  и величиной получаемого продукта  .xfy   Обозначим через x  

изменение затрат от некоторого значения x  до величины .xx   То-

гда  xxfyy   – новое значение массы продукта, соответст-

вующее затратам в размере xx  ,  а    xfxxfy   – доба-

вочный продукт, полученный в результате роста затрат на величину 

.x  Отношение 




y

x
 есть средняя скорость изменения величины про-

дукта, или средняя отзывчивость производственной функции, соот-

ветствующая величине затрат в размере x . Вычисляя 
x

y

x 



 0
lim , по-

лучаем  xfy  . В этом и состоит экономический смысл производ-

ной. В экономической литературе  xf   называют предельным про-

дуктом, считая, что   xf  – масса продукта, x – затраты на его произ-

водство. 

 

Применение производной  

 

Задача 1 

Привес животного y (кг) в зависимости от скормленной массы 

кукурузы c (кг) (при 12%-ном уровне содержания белка в рационе) 

определяется формулой .0001,0433,0062,3 2ccy   Найдите ве-

личину привеса (отзывчивость), приходящуюся на единицу массы 

зерна кукурузы, если масса скормленного зерна 50c кг. 
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Решение 

Найдём производную   .0002,0433,0 ccy   Определим  

  423,050 y . 

 

Задачи на экстремум 

 

Задача 2[19,142] 

Расход горючего легкового автомобиля (литр на 100 км) в зави-

симости от скорости x (км/ч) при движении на четвёртой передаче 

приблизительно описывается функцией f :  

  ;2,1018,00017,0 2  xxxf  .30x  

При какой скорости расход горючего будет наименьший? Какова 

наименьшая величина расхода? 

Решение 

Исследуем расход горючего с помощью производной: 

  .18,00034,0  xxf  Следовательно,   0 xf   при 53x . Опреде-

лим знак второй производной в критической точке:   00034,0  xf

. Следовательно,  расход горючего при скорости  

53 км/ч будет наименьшим.   43,553 f л. т. е. на 100 км потребуется 

5,43 литра бензина при движении со скоростью 53 км/ч . 

Задача 3[19,142] 

Оборот предприятия за истекший год описывается через функ-

цию   200215,0 23  tttU , где t – месяцы, U – миллионы. Иссле-

дуйте оборот предприятия. 
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Решение 

Исследуем оборот предпри-

ятия с помощью производной:

      ;49,0;445,0 2  ttUtttU

  .9,0 tU  Момент наименьшего 

оборота найдём при   0 tU , т. е. 

при .9,8t  Наименьший оборот 

был на девятом месяце . Первая производная показывает экстремаль-

ное изменение оборота. Из   0 tU  следует .4,4t  Так как   0 tU

, то предприятие на пятом месяце имеет сильное снижение оборота 

(см. рис 30). 

Точки перегиба важны в экономике, так как по ним можно оп-

ределить, в какой конкретно момент произошло изменение.  

Так, например, учитывая результаты предыдущей задачи, можно 

сделать следующие выводы:  

1. В начале исследуемого периода у предприятия было снижение 

оборота; 

2. Предприятие пыталось выйти из этого состояния и для этого ис-

пользовало определённые средства; На пятом месяце (точка переги-

ба) что-то было предпринято и предприятие стало выходить из кризи-

са, а на девятом месяце стало набирать обороты. 

Таким образом, проанализировав ситуацию, мы можем опреде-

лить, какие методы помогли выйти из кризиса. 

Следующий блок задач позволяет производителю получить 

наиболее выгодный для себя результат, имея от этого дополни-

тельный доход.  

  1   2    3   4    5    6    7   8   9  10  11  12

200

150

  t

 U

Рис. 30
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Задача 4 
Из круглого бревна радиуса R  выпилить прямоугольную балку 

так, чтобы количество отходов было наименьшим (см. рис. 31). 

Решение 

Количество отходов определяет-

ся площадью той части в сечении 

бревна, которая не входит в прямо-

угольник. Поэтому задачу можно пе-

реформулировать: в круг радиуса R  

вписать прямоугольник наибольшей площади. Если x  и y  – стороны 

прямоугольника, S  – площадь прямоугольника, то .xyS   Если пря-

моугольник вписан в круг, то .4 222 Ryx   Следовательно, 

  ,4 22 xRxxS   где .0x   Найдём производную  xS  : 

  .

4

24

22

22

xR

xR
xS




  Следовательно,    0 xS  при  Rx 2 . Исследуем 

функцию в этой точке на экстремум, для этого определим знак второй 

производной в этой точке:  
 

,

4

212
322

32

xR

xxR
xS




  то   .02  RS  Сле-

довательно, функция в этой точке достигает своего наибольшего зна-

чения. Таким образом, количество отходов будет наименьшим, если в 

сечении – квадрат. 

Задача 5 

Консервная банка имеет форму прямого кругового цилиндра. 

Каково должно быть соотношение между диаметром основания и вы-

сотой цилиндра, чтобы при данной ёмкости V  на производство банки 

Рис. 31

  R

  y
 x
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пошло наименьшее количество жести? 

Решение 

Оптимизируемая величина S  – площадь полной поверхности 

цилиндра. Выразим её как функцию радиуса r  основания цилиндра. 

Если H  – высота цилиндра, то из формулы HrV 2  получаем 

.
2r

V
H


  Тогда    .

2
22222 2

2

22

r

V
r

r

V
rrrHrrS  


  

Нам нужно выяснить, при каком значении 0r  функция 

 
r

V
rrS

2
2 2    принимает наименьшее значение. Для этого найдём 

производную. Имеем   .
241

222
2

3

2 r

Vr

r
VrrS





  Следова-

тельно,   0 rS
 
при  .

2
3



V
r   Это единственная критическая точка. 

Определим знак второй производной в этой точке: 

  0
2

,
44

3
3

3
















 V
S

r

Vr
rS . Следовательно, в этой точке функ-

ция достигает наименьшего значения. Далее имеем  

.2

2

32
r

V

Vr

r

Vr

r

V
H 








 

Это означает, что высота цилиндра равняется диаметру основа-

ния. Итак, при данной ёмкости на производство банки пойдёт наи-

меньшее количество жести, если банку изготовить в виде равносто-

роннего цилиндра (цилиндр называется равносторонним, если его 

осевое сечение – квадрат). 
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Задача 6
 
[19,14] 

Необходимо проложить трубу из A  в B . Затраты по прокладке 

трубы составляют вдоль улицы за 1 метр 600 DM (DM – денежная 

единица Германии до 2001 года)  и через улицу – 1000 DM за метр.  

а) Определите расположение пункта D  так, чтобы расходы по про-

кладке трубы из A  в B  через D  были по возможности минимальны. 

б) Сравните минимальные расходы с расходами при прокладке трубы 

по прямой из A  в B , а также из A  в B   через C  (см. рис. 32). 

Решение 

Введём систему координат та-

ким образом, чтобы начало коор-

динат было в точке  .0,0C  Пусть 

точка D  имеет координаты  ,0,x  

тогда, прокладывая трубы, мы про-

делаем путь DBAD  и затратим 

соответствующую сумму: 

    60050  xxf  ,10001022  x  где .500  x  

Исследуем эту функцию на экстремум, для этого вычислим первую 

производную и приравняем к нулю. Имеем    .

100

1000
600

2 



x

x
xf  

Следовательно,   0 xf  при 
2

1
7

2

15
x . 

Вычислим расходы при прокладке труб из A  в B  по прямой – 

это значение функции при 50x  и из A  в B  через C  – это при .0x  

  ;400001000030000100010600500 DMf 

 B

 D А С

 10 м

 50 м

Улица

Рис. 32

 x
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;3800012500255001000100
4

225
600

2

15
50

2

15
DMf 


















  .5099026100001000100250050 DMf   

а) При 
2

15
x  расходы будут наименьшими. 

б) Через точку C  расходы будут дороже на 2000 DM, а напрямую – 

дороже на 12990 DM. 

Задача 7 

Выбрать место для постройки моста через реку, чтобы длина 

дороги между двумя пунктами, расположенными по разные стороны 

от реки, была наименьшая. 

Решение 

Сделаем схематический план 

местности вблизи указанных в усло-

вии объектов (см. рис. 33). Расстоя-

ния cba ,,  и h  согласно условию за-

дачи являются постоянными. Если 

мост построен в указанном в плане месте, то длина дороги между 

пунктами A  и B  равна .DBhACl   Выбрав за независимую пе-

ременную x  расстояние CA1 , получим  

 2222 , xcbDBxaAC   и   ,
2222 cxbhxal   

где x  изменяется на отрезке  c;0 .  

Теперь найдём наименьшее значение функции  xl  на отрезке 

 c;0 .  
 2222 cxb

cx

xa

x
xl








 . Следовательно,   0 xl  при 

 A

A1  C

 D

 B

  a
 x

h

 c-x

 c
b

Рис. 33
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ba

ac
x


1   и .2

ba

ac
x


  Точка 1x  лежит вне отрезка  c;0 : при 

;, 1 cxba   при .0, 1  xba  Точка 2x  лежит внутри этого отрезка 

при любых положительных значениях ba,  и c , так как при этом 

02 x  и ,1
 ba

a
т. е. .2 cx   

Внутри отрезка  c;0  функция 

 xl  имеет одну критическую точку 

2x . Исследуя эту критическую точку 

по знаку производной  xl  слева и 

справа от неё, как это показано в 

таблице 3, убеждаемся, что точка 2x  

есть точка минимума. Следовательно, чтобы длина дороги между 

двумя пунктами, расположенными по разные стороны от реки, была 

наименьшая, следует построить мост в том месте, где расстояние  

.1
ba

ac
CA


  

Здесь мы исследовали критическую точку по знаку производной 

 xl  слева и справа от неё (см. таблицу 3). Этот способ более эффек-

тивен в данном случае, т. к. гораздо труднее вычислить вторую про-

изводную.   

Задача 8 
Окно имеет форму прямоугольника, дополненного полукругом 

(см. рис. 34). Периметр окна равен P . При каком отношении сторон 

прямоугольника окно будет пропускать больше света? 

 

Таблица 3

 0 с x2 x

 l


l убыв.
 min

возр.
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Решение 

Обозначим длины сторон прямо-

угольника x  и ;y  тогда площадь окна 

.
22

2











x
xyS


 Но x  и y  связаны соот-

ношением  .
2

2 P
x

yx    Следовательно,  

 
8422

2x
x

xP
xxS 











   или    x

P
xxS

282

1 2 










, где .0x  

Чтобы окно пропускало много света, необходимо чтобы оно 

имело  наибольшую площадь. Исследуем функцию на экстремум: 

  .
24

1
P

xxS 










 Следовательно,   0 xS  при .
4

2

4
1

2/

 





PP

x  

Так как   ,0
4

1 










xS то  xS  достигает наибольшего значения 

при .
4

,
4

2

 





P
y

P
x  Таким образом, высота прямоугольной 

части окна должна быть в два раза меньше ширины. 

Задача 9 

Для 15 откормочных совхозов некоторой области была получена 

производственная функция   ,14,06,672,199 2xxxf   где  xf  – 

затраты на откорм свиней, тыс. руб.;   x – валовой привес,  тыс. ц. 

Найти минимальную себестоимость 1 центнера свинины. 

Решение 

Составим функцию себестоимости   

Рис. 34

 x

 y
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.14,06,67
2,199

x
xx

xf
xS   

Найдём производную   .14,0
2,199

2


x
xS  Отсюда   0 xS  при  

7,378,1422 x   тыс. ц. Проверим, является ли при данном x  себе-

стоимость минимальной. Для этого найдём вторую производную и 

определим знак второй производной в критической точке 

  0
2,1992

3





x
xS  при .7,37x  Отсюда следует, что  xS  имеет 

наименьшую себестоимость. Общие затраты на производство свини-

ны   7,29467,37 f  (тыс. руб.). Одна тыс. ц. свинины стоит 

16,78
7,37

7,2946
)( xS  тыс. руб. на тыс. ц.  

Задача 10 [17,185] 

400 – метровая беговая площадка состоит из двух параллельных 

прямых и двух полукругов. Какой радиус должен иметь полукруг, для 

того, чтобы игровая площадка (см. рис. 35)  имела наибольшую пло-

щадь? 

Решение 

Игровая площадка имеет форму 

прямоугольника со сторонами x2  и y . 

Площадь определяется по формуле 

.2 yxS   Из условия известно, что 

длина беговой дорожки равна 400 мет-

рам. Имеем yx 22400   . Следова-

тельно, .200 xy   Теперь найдем наибольшее значение функции  

 Рис. 35

 y

  x
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   ,2002 xxxS   где .0x  

Исследуем функцию на экстремум:    xxS 22002   . От-

сюда   0 xS  при 


100
x .   02  xS  при 



100
x . При 



100
x  

и 100y  достигается наибольшее значение площади игровой пло-

щадки. 

Задача 11 

Спортплощадку площадью 0,9 гектара, имеющую форму прямо-

угольника, необходимо огородить с севера и юга деревянным забо-

ром, с востока и запада – проволочным. Установка 1 метра деревян-

ного забора обходится в 500 рублей, проволочного – в 200 рублей. На 

строительство выделено 120000 рублей. Достаточно ли этой суммы?    

Решение 

Обозначим через x  длину северной стороны, через y  – длину 

восточной. Тогда 9000 yx  (м
2
) и стоимость S  (в рублях) строи-

тельства будет равна .4001000 yxS   Найдём наименьшее значение  

  ,
3600

1000
9000400

10004001000 












x
x

x
xyxxS  где .0x  

Исследуем функцию на экстремум:   .
3600

11000
2 









x

xS  От-

сюда,   0 xS

 

при

 

.60x  Определим знак второй производной в 

точке .60x  Имеем   .0
7200000

3


x
xS   

Если 60x , то .150y  Определим, какая сумма потребуется 

при этих размерах. 120000150400601000 S  рублей. 

Следовательно, выделенной на строительство суммы будет дос-
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таточно только в том случае, если с севера и юга спортплощадка бу-

дет иметь длину 60 метров, а с востока и запада – 150 метров. 

Задача 12 

 Из квадратного листа жести со стороной 3 м требуется изгото-

вить бак с квадратным основанием без крышки наибольшего объёма. 

Решение 

Обозначим через x  длину стороны 

вырезаемого квадрата (см. рис. 36). Так 

как в основании бака квадрат, то 

2/30  x  и объём бака будет опреде-

ляться по формуле 

    ,23
2

xxxV   где .2/30  x  

Таким образом, задача свелась к 

отысканию наибольшего значения функции  xV  на отрезке  .2/3;0  

Исследуем функцию на экстремум:   .12249 2xxxV   Отсюда 

  0 xV  при .2/1,2/3 21  xx  Рассмотрим далее значения функ-

ции в точках .2/1,2/3,0 210  xxx  Имеем 

    22/1,00  VV ,   .02/3 V  Итак, при 2/1x м объём бака бу-

дет наибольшим. 

Задача 13 

На странице книги печатный текст должен занимать (вместе с 

промежутками между строками) S  см
2
. Ширина полей на странице 

слева и справа должна быть равна k  см, а сверху и снизу – d  см (см. 

рис. 37). Если принимать во внимание только экономию бумаги, то 

каковы должны быть наиболее выгодные размеры страницы?  

 

 Рис. 36

 3

   x

 x

 3-2x

  3
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Решение 

Пусть ширина страницы x см, а 

высота – y см.  Из условия задачи 

имеем   .22 dykxS   Выразим 

y . Отсюда  .2
2

d
kx

S
y 


   

Для того чтобы страницы были 

наиболее выгодные, необходимо исследовать функцию 

  










 d

kx

S
xxS 2

2
  на наименьшее значение (в целях экономии 

бумаги), где .0x   

Имеем  
 

.2
2

2

2
d

kx

kS
xS 




  Отсюда   0 xS  при .2k

d

kS
x    

Определим знак второй производной в критической точке:  

 
 

0
4

2,
2

4 3

3














kS

d
k

d

kS
S

kx

kS
xS . 

Следовательно,  xS  будет наименьшим при  

.2,2 d
k

dS
yk

d

kS
x   

Задача 14 [19,189]  

Пакет 1 литра молока имеет форму параллелепипеда. Пакет из-

готовлен из специального куска бумаги. На рисунке 38 показано, как 

происходит складывание пакета. При каких значениях x  и h   будет 

затрачено меньше бумаги? 

 

Рис. 37
    0

  y

 x

 d

 d

 k  k

 y

  x

 S см
2
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Решение 

Из рисунка видно, что в осно-

вании параллелограмма находится 

квадрат со стороной x см. Пакет 

должен иметь объём, равный 1 литру 

= 1000 см
3
. Тогда  hx  21000 . От-

сюда , .
1000

2x
h   На один пакет будет 

затрачено     ,
4000

44 2

x
xhxxxS   где .0x  Расстоянием, ос-

тавленным для склеивания, можно пренебречь. Исследуем эту функ-

цию на наименьшее значение.   .
4000

8
2x

xxS   Следовательно, 

  0 xS  при .9,75003 x  Так как  
 

,0
9,7

8000
89,7

3
S  то при 

9,7x  и 16h  бумаги потребуется меньше. 

 

Применение интеграла 

 

В этом разделе даны приложения определённого интеграла к 

решению математических задач с экономическим содержанием. Про-

дукция, произведённая рабочим в интервале времени от a  до b  часов 

рабочего дня, вычисляется по формуле  
b

a

dxxfy ,  где  xf  – про-

изводительность труда рабочего в момент времени x , отсчитываемый 

от начала рабочего дня. 

Рис. 38

 h

  x  x  x

 x/2

 x/2

 1см

 1см

 1 см

 x/2  x|2
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Задача 15 
Дневная производительность труда (за 7 рабочих часов) рабоче-

го машиностроительного завода описывается функцией  

,06,1028,009,0 2  tty  где t  – время в часах, y  – количество про-

дукции. Сколько продукции производит рабочий за один год (260 ра-

бочих дней)? 

Решение 

Найдём количество продукции за 1 рабочий день: 

    
7

0

7

0

232 99,6606,1014,003,006,1028,009,0 tttdttt

 

ед. пр. 

За один год будет произведено 1741726099,66   ед. продукции. 

Задача 16 
Поступление товара на склад определяется функцией  

,008,05,075 2
1 xxv   а отпуск товара торгующим организациям оп-

ределяется функцией ,004,06,060 2
2 xxv   где x  – номер рабочего 

дня. Найдите запас товара, который образовался за 60 рабочих дней. 

Решение 

Прирост запаса товара в день с номером x  равен: 

.004,01,015 2
21 xxvvvзап  Тогда запас товара за 60 дней 

  













60

0

60

0

32
2 1368

3

004,0

2

1,0
15004,01,015

xx
xdxxxQ  ед. тов. 

Задача 17 

Радиозавод выпускает в год 31000 радиоприёмников, в каждый 

последующий год выпуск радиоприёмников увеличивается на 500 шт. 

Определите сумму амортизационных отчислений за 10 лет при норме 



 67 

 

амортизации, равной 1% от себестоимости выпускаемой продукции. 

Себестоимость одного радиоприёмника 50 руб. 

Решение 

Из условия задачи следует, что выпуск радиоприёмников опи-

сывается функцией ,50031000 xy   где x – время в годах. Тогда 

объём выпуска v  этой продукции за 10 лет    .50031000
10

0

  dxxv  

Амортизационные отчисления равны:  

  167500
2

500310005,050031000
%100

50%1
10

0

210

0


















x
xdxx  руб. 

Задача 18 

Вычислите объём тела вращения, образованного в результате 

вращения вокруг оси x0  фигуры, ограниченной линиями ,xey    

,0y   ,0x   2x , где x  и  y  измерены в метрах (см. рис. 39). 

Сколько потребуется рейсов пятитонного грузовика для перевозки 

груза, заполняющего этот объём, если масса 1м
3
 равна 400 кг? 

Решение 

Объём равен 

   1
22

1 4
2

0

2
2

0

2
  eedxeV xx 

  м
3
 

Учитывая  тот факт, что 1 м
3 
 груза ра-

вен 400 кг, имеем  

   4009,5357,14001
2

4e


2,33849  кг вес всего груза. Так как 

грузовик пятитонный, то потребуется 7,65000/2,33849   рейсов, т.е. 

 y=e
x

 2 0

 y

  x

Рис. 39
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7 рейсов. 

Задача 19 [19,82]  

Дно канала (рис. 40), имеющего длину 2 км, описано уравнени-

ем параболы .
8

1 2xy   Единичный отрезок равен 1 м. 

а) Вычислите объём канала. 

б) Сколько воды будет в канале, когда он заполнится на половину 

высоты? 

Решение 

а) Канал имеет длину 2км =2000 м. 

Найдём объём канала:  2000 AOBSV . 

 )(2 OBDOCBDAOB SSS











4

0

34

0

2

12
16

8

1
82

x
dxx

3

2
10  м

2
. 

Следовательно, 21333
3

64000
V  м

3
. 

б) Надо найти площадь заштрихованной фигуры и умножить на дли-

ну канала. Найдём абсциссу точки пересечения прямой 1y  и пара-

болы ;
8

1 2xy   .8x   

7467
3

82
4000

24
840002000

8

1
82

8

0

38

0

2 






























 

x
dxxV  м

3
. 

Такой объем воды потребуется для заполнения канала на половину 

высоты. 

  

 Рис. 40

  C

 D    x

 A

  0

 y

  4 1

   2
y x

1

8

2
 B
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Задача 20 [19,82]  

Дуга под мостом описана уравнением параболы. Въезд под мост 

изображён на рисунке 41. Единичный отрезок равен 1 м. Ширина 

моста 4 метра. Сколько щебня придётся завезти производителю?   

Решение 

Уравнение параболы имеет 

вид:  .5,42  kxy  

Парабола проходит через точку 

 0;3 . Следовательно, .
2

1
k  От-

сюда .5,4
2

1 2  xy
 

Площадь 

фигуры под дугой будет вычислена  следующим образом:  









 

3

0

2 5,4
2

1
2 dxxS  185,4

6
2

3

0

3















 x

x
 м

2
. 

Объём фигуры между мостом и аркой после расширения будет равен:  

884)1840(4188
2

5,55,4












V  м

3
. 

Итак, щебня понадобится 88 м
3
.  

Задача 21 [19,82]  

Уличные рабочие монтируют мостовую из бетонных колодок 

длиной 0,5 метров. Её форма изображена на рисунке 42. Единичный 

отрезок равен 1 дм.  

а) Вычислите площадь колодки. 

б) 1 м
3
 бетона весит 2,8 т. Сколько весит колодка?   

 y

  0  -4 -3

5,5
4,5

 4,5

  x
  3   4

Рис. 41
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Решение 

а) Колодка состоит из двух оди-

наковых частей, каждая часть – из 

прямоугольника и криволинейной тра-

пеции. Прямая 
x

y
1

  пересекается с 

прямой  4y  в точке  
4

1
x . Тогда 

площадь колодки равна:  

  158,62ln312ln12
1

4

1
42

2

4

1

2

4

1

































  xdx
x

S  дм
2
.  

б) Колодка имеет объём 5 SV , где 5 дм = 0,5 м. Имеем  

79,305158,6 V  дм
3
 = 0,03079 м

3
.  

Вес колодки равен 086212,08,203079,0 P т = 86,212 кг. 

 

ЗАДАЧИ ИЗ БИОЛОГИИ И ХИМИИ 

 

Биологический смысл производной. Пусть зависимость между 

числом особей популяции микроорганизмов y  и временем t  её раз-

множения задана уравнением  .tpy   Пусть t  – промежуток вре-

мени от некоторого начального значения t  до .tt   Тогда 

 ttpyy   – новое значение численности популяции, соответ-

ствующее моменту ,tt   а    tpttpy   – изменение числа 

особей микроорганизмов. 

Отношение 
t

p




 является средней скоростью размножения или, 

 1

 4

  2

 y

  x
 0

y
x


1

Рис. 42

1/4
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как принято говорить, средней производительностью популяции. Вы-

числяя ,lim
0 t

p

t 




 получаем  ,tpy   или производительность жизне-

деятельности популяции микроорганизмов в момент времени .t  

Химический смысл производной. Пусть дана функция 

 ,tmm   где m  – количество некоторого вещества, вступившего в 

химическую реакцию в момент времени .t  Приращению времени t  

будет соответствовать приращение m  величины .m  Отношение 
t

m




 

– средняя скорость химической реакции за промежуток времени .t  

Предел этого отношения при стремлении t  к нулю, т.е. ,lim
0 t

m

t 




 

есть скорость химической реакции в данный момент времени .t  

 

Применение производной в биохимии 

Задача 1 

Зависимость между количеством x  вещества, получаемого в не-

которой химической реакции, и временем t  выражается уравнением 

 ,1 kteAx   где A  – начальное количество вещества. Определите 

скорость химической реакции в момент времени .t  

Решение 

Имеем   kteAktxv  . 

Задача 2 

Пусть популяция в момент времени t с насчитывает  tp  особей 

  .1003000 2ttp   Найдите скорость роста популяции: 

а) в произвольный момент ;t  
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б) в момент 1t с. 

Решение 

Имеем а)   ,200ttpv    б)   .2001 p  

Задача 3(A)

 

Закон накопления сухой биомассы у винограда сорта Шасла оп-

ределяется уравнением ,0004,003,0 2xxy   где x  – число дней от 

распускания почек, y  – накопление биомассы в кг на 1 куст. Равенст-

во отражает зависимость величин x  и y  как средний результат мас-

совых наблюдений. Выясните, как изменится сухая биомасса при из-

менении x  от 50 до 60 дней. 

Решение 

Изменение биомассы  – это приращение биомассы, заменим его 

дифференциалом:     .0008,003,00004,003,0 2 dxxdxxxdyy 


  

Подставляем числовые значения .10,50  dxx  Имеем  

  1,010500008,003,0 dy  кг. 

Биомасса уменьшится на 0,1 кг. 

Задача 4(А)

 

       Опытным путём установлено, что массу животного при устано-

вившемся режиме откорма можно считать функцией времени откор-

ма  ,t  если 49t  дней.   ,5 ttP   где P  – масса в кг, t  – время в 

днях. Найдите привес животного за 10 дней, начиная с 64-го дня 

кормления.  
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Решение 

Привес животного равен приращению массы ,P  которое заме-

няем дифференциалом :dP  

125,3
16

50

82

105
,

2

5





 dPdt

t
dtPdPP  кг. 

Задача 5 

Разложение некоторого химического вещества протекает в соот-

ветствии с уравнением ,0
ktemm   где  k  –  положительная постоян-

ная, m  – количество вещества в момент времени t . Найдите скорость 

v  разложения вещества и выразите её как функцию .m  

Решение 

  .0 kmekmtm kt    

Задача 6 

Зависимость урожайности y (ц/га) зерна кукурузы от количества 

азотного удобрения x (кг/га действующего вещества) выражается 

формулой .84,49936,00021,0 2  xxy  Постройте график и сделай-

те выводы. 

Решение 

График уравнения изображён на 

рис. 43. Вершина параболы лежит в 

точке  .1,154;8,2221O  По графику 

можно проанализировать изменение 

урожайности. Так, вблизи точки 

8,222x  функция изменяется очень медленно. При значениях 

8,222x  увеличение количества азотных удобрений становится не-

 150

  50
500

           Рис. 4 3

 y

 x
   100 200

O1(222,8; 154,1)
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выгодным. Это значение x  зависит от соотношений цен на кукурузу 

и удобрение. Правильно составленная функция, изучение и анализ 

графика даёт возможность более глубоко познать соответствующий 

процесс и грамотно им управлять. 

 

Задачи на экстремум 

Задача 7 

Зависимость суточного удоя y  в литрах от возраста коров x  в 

годах определяется уравнением   ,49,086,653,9 2xxxy   где  

.2x  Найдите возраст дойных коров, при котором суточный удой 

будет наибольшим. 

Решение 

Исследуем функцию на экстремум:   .98,086,6 xxy     0 xy   

при ;7
98,0

86,6
x  так как   098,0  xy , то при  7x  функция име-

ет максимум. Следовательно, при  7x  суточный удой будет наи-

большим,   48,147 y  литров. 

Задача 8 

Реакции организма на два лекарства как функции времени t  

(время выражается в часах) выражаются функциями    ttetr 1  и  

  .2
2

tettr   У какого из лекарств выше максимальная реакция? 

Решение 

Исследуем первую функцию на экстремум: 

   .11 teteetr ttt  
 Отсюда   01  tr   при .1t  Так как 

  021   tt teetr ,  то у первого лекарства будет достигнута мак-
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симальная реакция при 1t . Исследуем вторую функцию:  

   .22 22
2 tteettetr ttt  

  Отсюда   02  tr  при 01 t  и .22 t  

Вычислим вторую производную  242
2   tter t

. При  01 t  име-

ем 022 02  er , поэтому достигается наименьшее значение. При 

22 t  имеем   0284
1

22 
e

r , поэтому достигается наибольшее 

значение. Следовательно, максимальная реакция организма на два 

лекарства будет равна соответственно     .
4

2,
1

1
221
e

r
e

r   Так как 

   ,12 12 rr   то у второго лекарства максимальная реакция выше. 

Задача 9 

В химических лабораториях часто практикуется изготовление 

конусообразных фильтров из кружков пропускной бумаги. С этой це-

лью сектор OACB  кружка (см. рис. 44) складывается и оставшийся от 

кружка сектор OAMB  свёртывается в боковую поверхность конуса. 

При какой величине угла AOB  конусообразный фильтр, полученный 

таким образом из кружка радиуса ,r  имеет  наибольший объём? 

Решение 

Объём полученного конусооб-

разного фильтра выражается форму-

лой: ,
3

1 222 xrxV    где x  – ра-

диус окружности, длина которой рав-

на длине дуги .AMB  Исследуем функ-

цию   ,
3

1 222 xrxxV    где rx 0 , на экстремум. Для этого вы-

M

A B
C

O

 r

Рис. 44  
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числим первую производную, приравняем её к нулю и найдём точки, 

подозрительные на экстремум:   .
32

3 22

22




















xr

xrx
xV


 Следователь-

но,   0 xV  при 01 x  и rx
3

2
2  . Определим знак второй произ-

водной в критических точках. Для этого вычислим вторую производ-

ную. 

 
 

 .692
1

3

4224

322

xrxr

xr

xV 






. 

Таким образом    ,00 V     .0
3

2









 rV  Видим, что в точке 2x  

функция достигает наибольшей величины. Но так как 

 
.

3

2
,

180

360
2 20

0

rx
AOBr

AMBx 





  Следовательно, V  дос-

тигает наибольшей величины, когда .660AOB  

Задача 10 

Газовая смесь состоит из окиси азота  NO  и кислорода  2O . 

Требуется найти концентрацию  2O , при которой содержащаяся в 

смеси окись азота окисляется с наибольшей скоростью. 

Решение 

В условиях практической необратимости скорость реакции  

22 22 NOONO   выражается формулой ,2 ykxv   где x - концентра-

ция NO  в любой момент времени, y  – концентрация  2O , k  – кон-

станта скорости реакции, не зависящая от концентрации реагирую-

щих компонентов и зависящая только от температуры. Концентрацию 
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газов будем выражать в объёмных процентах. В этом случае  

,100 xy    ,100)( 2 xkxxv   где .1000  x  

Производная    23200 xxkxv  . Следовательно,   0 xv  при 

.67,66x  В этой точке     06200  xkxv . 

Скорость реакции наибольшая, когда  %.33,33%,67,66  yx  

Задача 11 

Реакция организма на введённое лекарство может выражаться в 

повышении кровяного давления, уменьшении температуры тела, из-

менении пульса или других физиологических показателей. Степень 

реакции зависит от назначенного лекарства, его дозы. Предположим, 

что x  обозначает дозу назначенного лекарства, а степень реакции y  

описывается функцией    xaxxfy  2
, где a  – некоторая поло-

жительная постоянная. При каком значении x  реакция максимальна? 

Решение 

Очевидно, .0 ax   Имеем   232 xaxxf   Следовательно, 

  0 xf  при ax
3

2
 . В этой точке ,02

3

2









 aaf  то ax

3

2
  – тот 

уровень дозы, который даёт максимальную реакцию. 

Задача 12 

В питательную среду вносят популяцию из 1000 бактерий. Чис-

ленность популяции возрастает по закону   ,
100

1000
1000

2t

t
tp


  где t  

выражается в часах. Найдите максимальный размер этой популяции. 
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Решение 

Исследуем функцию на экстремум:  
 

 
.

100

1001000

22

2

t

t
tp




   

Отсюда   0 tp  при .10t  Так как  
 32

3

100

2000600000

t

tt
tp




  и 

  010 p , то при 10t  будет достигнут максимальный размер популяции и 

он будет равен   .1050
100100

1001000
100010 




p  

Задача 13 

К яблоне полетел шмель со скоростью 1v  м/мин. Одновременно 

к другой яблоне полетела пчела со скоростью 2v  м/мин. При этом 

шмелю нужно было преодолеть расстояние в a2  м, а пчеле – расстоя-

ние в b2  м. Предположим, что траектории их полёта – взаимно пер-

пендикулярные прямые, пересекающиеся в точке, делящей пополам 

путь шмеля и путь пчелы. Найдите формулу, выражающую зависи-

мость расстояния y между шмелём и пчелой от времени x  их полёта. 

Установите момент, когда в полёте шмеля и пчелы расстояние между 

ними достигает наименьшего значения.  

Решение 

Пусть O  – точка пересечения траекторий шмеля и пчелы. Тогда 

через время x  расстояния шмеля и пчелы от точки O  будут соответ-

ственно равны  axv  1  и  .2 bxv   Отсюда, по теореме Пифагора, 

расстояние между шмелём и пчелой через время x  будет 

      ,
2

2
2

1 bxvaxvxf     .0 xf  Следовательно, 

    .02211  bxvvaxvv  Отсюда найдём :x  
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.
2
2

2
1

21

vv

bvav
x




  

Исследуем функцию на экстремум, для этого определим знак 

второй производной в точке, подозрительной на экстремум: 

  
 

   
.0;

2
2

2
1

21

2
2

2
1

2
12 

























vv

bvav
f

bxvaxv

bvav
xf  

Таким образом расстояние между шмелём и пчелой будет наимень-

шее в момент времени  .
2
2

2
1

21

vv

bvav
x




  

ПРОБЛЕМА: крысы заполонили Челябинск 

За последние 10 лет численность грызунов выросла в 5 раз и 

достигла 1 миллиона особей (!) Арифметика простая: получается, по 

одной крысе на каждого жителя. За год одна пара крыс способна вос-

произвести 50 штук себе подобных. По словам эпидемиологов, крысы 

являются переносчиками 40 болезней, в том числе и клещевого энце-

фалита. Уже сегодня создалась реальная угроза распространения чу-

мы, бешенства, туляремии. Предлагаем составить задачу по приве-

дённым данным и решить её. 

Задача 14 [19,110]  

Количество популяции полевых мышей развивается по закону 

   ,07,0 tftf   где  tf количество мышей в момент времени t  (ме-

сяцы). 

а) За какое время популяция вырастет со 170 полевых мышей до 3000? 

б) С какой скоростью размножаются мыши? 
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Решение 

а) Функция  tf  имеет вид:   .ktectf   Из условия следует, что 

.07,0k  При   .1700  tft  Следовательно,   .170 07,0 tetf   

.1703000 07,0 te  Отсюда  41t мес. 

б) Мыши размножаются со скоростью   tetv 07,017007,0   в 

месяц. 

Точки перегиба важны в биохимии, так как они определяют 

условия, при которых некоторая величина, например скорость 

процесса, наиболее (или наименее) чувствительна к каким - либо 

воздействиям. 

Задача 15 

Новый вид ядохимиката проходит испытание на определённом 

виде грызунов. Для исследования была набрана группа из 200 грызу-

нов, которым в течение 20 дней в пищу добавлялся яд в определён-

ном количестве. Исследования показали, что количество грызунов 

после каждого приёма яда можно описать  функцией 

  .200,2005
3

2
3

 tt
t

ty   Определите эффективную стратегию 

применения яда. 

Решение 

Исследуем на экстремум функ-

цию  

  .200,2005
3

2
3

 tt
t

ty  

  .102 ttty    Следовательно, 

   33

 116

 200
  y

 t

 Рис.45

 5 10   20  0
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  0 ty  при 0t  или .10t  Определим знак второй производной в 

точке подозрительной на экстремум:     .010,102  ytty  От-

сюда следует, что при 10t  функция принимает наименьшее значе-

ние. 

Найдём точки перегиба:   .0 ty  Отсюда  .5t Так как на про-

межутке     ,05,0  ty  то функция на этом интервале выпукла 

вверх. На интервале     ,020,5  ty  поэтому функция выпукла 

вниз. Таким образом, 5t  – точка перегиба и можно сделать вывод, 

что функция на интервале  5,0  медленно убывала, а на интервале 

 10,5  её скорость возросла и она резко стала убывать, и при 10t  

достигла своего наименьшего значения. На интервале от 10 до 20 

функция стала снова возрастать (см. рис. 45). Следовательно, на этой 

стадии требуется сменить яд, так как организм грызунов приспосо-

бился и побудил организм к резкому увеличению размножения вида. 

Таким образом, самый эффективный период можно назвать от 5 до10 

дней. 

 

Применение интеграла 

 

Задача 16 

На 1 га земли требуется 60 т навоза и 120 кг минеральных удоб-

рений. Сколько удобрений надо внести на участок (см. рис. 46), если 

он ограничен линиями 0,75,327  yyxyx ? 

Решение 

Вычислим площадь участка. Построим прямые и заштрихуем 

искомый участок. Две прямые пересекаются.  
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Найдём точку пересечения: 









327

75

yx

yx
. 

Отсюда следует, что .2,1  yx  Обо-

значим первую прямую ,571 xy   

вторую .
2

3

2

7
2  xy  Тогда искомая 

площадь будет найдена следующим способом: 

    .
35

34

2

5
73

2

7

2

1
5737

2

1 5

7

1

2
1

7

3

25

7

1

1

7

3




























 

x
xx

x
dxxdxxS  

По условию задачи удобрения рассчитаны на 1 га.    
35

34
 км

2

35

3400
 га.  

Итак, минеральных удобрений понадобится    66,1112,0
35

3400
  т, а 

навоза  57,582860
35

3400
  т. 

Задача 17 

Высота кучи зерна равна 2,5 м, а длина окружности её основа-

ния 20 м. Куча в плоскости yx0 приближённо описывается как пара-

бола. Масса 1 м
3
 зерна равна 750 кг. Какова масса зерна в куче? 

Решение 

Изобразим кучу зерна в плоско-

сти x y0  в виде параболы (рис. 47). 

Ветви параболы направлены вниз и, 

следовательно, уравнение имеет вид  

y2

y1

  y
  2

 -3

 2
  1

  x

 -3/2

Рис. 46
 

2,5
y=-kx

2
+2,5

 x r

  y

Рис. 47

 y0
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.5,22  kxy  Длина окружности равна rC 2 . В нашем случае 

равна 20 м. Следовательно, её радиус равен .
10


r  Зная, что парабо-

ла проходит через точку 







0,

10


, найдём коэффициент .k  Получим 

.
100

5,2 2
k Уравнение параболы имеет вид .5,2

100

5,2 2
2




 xy


 

Найдём объём этой кучи. Для этого выразим x  из уравнения парабо-

лы .
5,2

5,2
10

2

y
x


  Эта куча получена вращением дуги параболы  

25,2

5,2
10



y
x


 , отмеченной на рисунке, вокруг оси 0y.Тогда объём 

будет найден по формуле    
2

1

2
y

y

dyyxV  . Имеем   

8,39
2

25,640

2
5,2

40
)5,2(

5,2

100
5,2

0

25,2

0
2















 



 y
ydyyV  м

3
. 

Масса зерна в куче равна 307508,39   т. 

 

В следующих задачах будем считать, что численность организмов 

 TN  как функция времени  T  описывается формулой 

     
T

t

dttvtNTN

0

0 , где )(tv  – скорость размножения. 

 

Задача 18
 
[19,110] 

В начале наблюдения питательный раствор содержал 3000 бак-
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терий. Исследования показали, что в следующий промежуток време-

ни скорость, с которой размножаются бактерии, была tev 14,0420  . 

Определите соответствующую функцию роста. Когда питательный 

раствор содержал 18000 бактерий? Определите прирост бактерий за 

промежуток времени от начала наблюдения до 20 часов.  

Решение 

Число бактерий растёт со временем, следовательно, 0k . По 

условию    tkNtN  ,       tNtv   Следовательно,  

  t
t

t edtetN 14,0

0

14,0 3000420  
 

 

Полагаем в этой формуле   ,18000tN  получаем 

.300018000 14,0 te Следовательно, 8,12t часов. Через 12,8 часов 

число бактерий в питательном растворе станет 18000. 

        За промежуток времени от начала наблюдения до 20 часов коли-

чество бактерий станет равным 

    
20

0

8,214,0 .489141300030004203000 edteTN t  

Задача 19 [19,150] 

Некоторый вид вредителей размножается в лесу в определённый 

период времени  экспоненциально. В начале исследования их количе-

ство оценивалось в 4100,2  особей. Через 6 дней их количество уд-

воилось. Каждый день один вредитель поедает 4 см
2
 листвы. Сколько 

листвы съедят вредители за 20 дней? 

Решение 

Известно, что в условиях неограниченных ресурсов питания 
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численность  многих популяций растет экспоненциальна, т. е. 

  ,ktaetN   где t  – дни. Учитывая начальные условия, имеем: при 

  ,1020 4N  ;102 4a    41046 N . Следовательно,  26 ke . От-

сюда .
6

2ln
k  Функция имеет вид   ,2102102 646

2ln

4

t
t

etN   

где .200  t  Так как каждый вредитель съедает за день 4 см
2
 листвы, 

то за 20 дней листвы будет съедено  

546086912
2ln

1048

2ln

62108
21024 6

204

20

0

6420

0

64 
























t
t

dt  см
2 

5460869
 
см

2 
546 м

 2
. 

 

ЗАДАЧИ, СВЯЗАННЫЕ С ЭКОЛОГИЧЕСКИМИ 

ПРОБЛЕМАМИ 

 

Применение производной 

 

Задача 1 

Колорадский жук наносит урон сельскому хозяйству, т. к. его 

плодовитость колоссальна. В среднем одна самка откладывает до 500 

яиц. В благоприятный летний сезон количество жуков приближённо 

можно определить по формуле  225500 x , а в неблагоприятный 

 25300 x  (период развития жука из яйца составляет примерно 25 

дней). Опишите закон, по которому определяется количество жуков, 

произведённых одной самкой, если в летнем сезоне благоприятных 
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дней было примерно половина. Постройте график. Сделайте практи-

ческие выводы.  

Предлагаем решить самостоятельно. 

 

Задачи на экстремум 

 

Задача 2 

Часть нефтепровода длиной l , закреплённая между двумя опо-

рами, деформируется под действием равномерно текущей по нему 

нефти. Нагрузка, с которой нефть давит на нефтепровод, равна ,Q  ве-

личина деформации (прогиба) в точке, находящейся на расстоянии x  

от его левой опоры, выражается по формуле 
 

,
24

)(
22

lEI

xlxQ
xf


  где 

числа E и I зависят от материала, из которого изготовлен нефтепро-

вод и формы его поперечного сечения. При каком значении x  дефор-

мация нефтепровода (прогиба) будет максимальной? 

Решение 

Пусть x – координата точки нефтепровода, тогда величина про-

гиба будет равна 
 

 .;0,
24

)(
22

lx
lEI

xlxQ
xf 


  Исследуем  xf  на 

наибольшее значение на отрезке  .;0 l    
 

lEI

l
xlxQx

xf
6

2










 . Сле-

довательно,   0 xf  при  01 x , .
2

, 32

l
xlx   Два значения сов-

пали с концами отрезка. Вычислим значения на концах отрезка и в 

точке 3x , а затем сравним их. Получаем    ,00 f    ,0lf  
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.
3842

3

EI

Qll
f 








 Следовательно, при 

2

l
x   прогиб нефтепровода будет 

наибольшим и может произойти экологическая катастрофа. 

Задача 3 

В Челябинской области ежегодно выбрасывается в водоёмы миллион ку-

бометров неочищенных вод. При постройке канала водоочистительных соору-

жений необходимо использовать канал с наибольшей площадью сечения, кото-

рое по форме представляет равностороннюю трапецию (боковые стороны и од-

но из оснований равны) (см. рис. 48). При каком угле наклона боковых сторон 

площадь сечения канала является наибольшей?  

Решение 

Обозначим меньшее основа-

ние трапеции через a , угол накло-

на боковых сторон через 

CBR , площадь сечения через 

.S  По условию .aBCADAB   

Из треугольника BCR  найдём  

.cosaBR   Тогда ,cos2 aaCD   высота трапеции равна 

sinaCR  . Определим площадь трапеции:   .sincos12  aS  

Чтобы найти наибольшее значение площади  ,SS   найдём крити-

ческие точки, принадлежащие интервалу  0 2; / .  Найдём производ-

ную    .1coscos2 22   aS . Следовательно,   0 S  при 

,3/1    .2    Интервалу  2/;0   принадлежит только критиче-

ская точка ,3/1    найдём 

  .
2

,00,3
4

3

3
sin

3
cos1

3

222 aSSaaS 
























 
 

aa

Рис. 48

 С

 R
 a

 A  B

 D
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Таким образом, площадь сечения канала является наибольшей, 

если угол наклона боковых сторон равен 60
0
. 

Задача 4 

Каковы должны быть размеры свинцового контейнера (см. рис. 

49) для хранения радиоактивных отходов, чтобы на его изготовление 

ушло минимальное количество свинца? Дно контейнера квадратное, 

объём равен 64 м
3
. 

Решение 

Обозначим через x  длину 

стороны вырезаемого квадрата. 

Так как в основании контейнера 

квадрат, а контейнер имеет и дно и 

крышку, то нам потребуется на из-

готовление 4 боковых поверхности 

и 2 нижних. .42 2 hxxS   Известно, что ,64 3мV   следовательно, 

.
64

2x
h    Запишем функцию   ,

256
2

64
42 2

2

2

x
x

x
xxxS   где .0x  

Исследуем эту функцию на экстремум:   .
256

4
2x

xxS   Следо-

вательно,   0 xS  при .4x  Так как   ,0
4

2256
44

3



S  то при 

4,4  hx   потребуется минимальное количество свинца. 

Задача 5 

       Для ликвидации утечки нефти в порту ночью нужно осветить ме-

сто аварии. Для этого на высоту h нужно поднять фонарь над центром 

площадки (рис. 50), представляющей собой квадрат со стороной a  

Рис. 49

 x
 x

 h
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метров, чтобы в средних точках каждой из сторон этого квадрата ос-

вещённость достигла наибольшей величины. Освещённость выража-

ется формулой ,
cos

2
FK

k
T


  где k  – число, определяющее мощность 

фонаря, FK  – расстояние от фонаря до средней точки стороны квад-

рата. Найдите высоту h , при которой освещённость будет макси-

мальной. 

Решение 

Известно, что ,hOF 
2

a
OK  . 

Следовательно, .
4

2
22 a

hFK   

.
4

2

4

cos
222

2 ah

h

a
h

h

FK

OF








Получили функцию  
   

,

4

8

44

42

3222222
ah

kh

ahah

hk
hT








  где 

.0h  Исследуем её на экстремум:  
 
 

.

4

88

522

22

ah

hak
hT




   Следова-

тельно,   0 hT  при .
22

a
h   Так как 

 
 

 23

722

3696

4

8
hah

ah

k
hT 



   и 



Рис. 50
 a

  a

 F

 K
 O
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2

8

22
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aa

a
a

ka
T , 

то освещённость будет наибольшей при  .
22

a
h   

Задача 6 

Для хранения радиоактивных отходов при перевозке разработа-

ли специальный контейнер. Отходы помещают в резервуар, имеющий 

форму правильной треугольной призмы заданного объёма .V  Призму 

помещают в цилиндр. Призма и цилиндр сделаны из соединений 

свинца и специальных биодобавок, а между стенками цилиндра и 

призмы находится вакуум. Найдите наименьшую площадь поверхно-

сти такого цилиндра.  

Решение 

Высоту призмы обозначим ,H  

длину стороны основания ,a  радиус 

описанного цилиндра R  (см. рис. 51). 

Этот радиус равен радиусу окружно-

сти, описанной около основания 

призмы, а поскольку основание – пра-

вильный треугольник, то  .3/aR   По условию имеем  .
4

3 2 VHa   

Следовательно, .
3

4
2a

V
H   Площадь поверхности цилиндра равна 

  ,
4

3

2
22 22











a

V
aRHRaS


  где .0a  Находим критическую 

   Рис. 51
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точку этой функции:   .
4

2
3

2

2 









a

V
aaS


 Следовательно,   0 aS  

при .23 Va   Так как    









3

8
2

3

2

a

V
aS


 и 

  ,0
2

8
2

3

2
23 










V

V
VS


 то функция  xS  имеет наименьшее значе-

ние при  3 2Va   и оно равно  .42
3 2V  

 

Применение интеграла 

 

Задача 7 [19,128] 

Скорость роста населения как функция времени задана функци-

ей   ceatf bt  
(см. рис. 52 ). Время  t  измеряется в годах. При 

этом     55 10210,1050  ff  и при   t   будет    .105tf  

а) Определите .,, cba  

б) Определите с помощью интеграла изменение количества населения 

за время от 0t  до .20t  

Решение 

а)   510tf   при  ,t  поэто-

му         .lim105 cc
e

a
btt












 

Следовательно, .105c   

Из условия   51050 f  сле-

дует, что   .10510 55 a  Следовательно, .106 5a  

10
 0

 f(t)5105 

 10
5

 t

Рис. 52
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Из   510210 f  имеем 55105 10210106   be . Следователь-

но, .
10

2ln
b   Имеем   .10106 510

2ln

5 
 t

etf  

б) Скорость роста численности населения  есть производная от 

количества населения F  по времени .t  Через 20 лет, при условии, что 

за начальное время будет принято 0t  (время отсчёта): 

  






































 


20

0

20
0

20

0

10

2ln

510

2ln

55

2ln

60
510161010520 t

e
dteF

t
t

 

  .1045201
2ln

60
510 52ln25 








 e  

Задача 8 [19,142] 

Водохранилище имеет форму котла, полученного вращением 

функции    ,
4

1 2xxf   где 40  x , вокруг оси  y0  (см. рис. 53). Хра-

нилище заполнено до краёв. Какая работа была затрачена при этом? 

Известно, что x  и y   определены в метрах, сила тяжести для 1 м
3
 во-

ды приблизительно равна 10
4
H. 

Решение 

Слой воды имеет форму 

цилиндра на высоте y , радиус 

x  и толщину y . Сила тяжести 

слоя высоты (в H): 

.10410 442  yyyxF 

y

 y

 Рис. 53

         2      4

 y
 x

 x
 4-y

 0

 4
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При поднятии слоя будет совершена работа:   

    yyyyFW  41044 4 .При заполнении пустого храни-

лища водой будет затрачена работа  (в Дж): 

  .103,1
3

1
21044104 6

4

0

324
4

0

4 ДжyydyyyW 





  

 

РАЗНЫЕ ЗАДАЧИ  

 

Задача 1 

Шоссе проходит через речку. Мост имеет форму параболы 

y px 2 . Каким нужно сделать уклон насыпи к мосту, чтобы переход 

с моста на насыпь был плавный? Длина моста l  20 м, стрела прове-

са f  0 5,  м (см. рис. 54)? 

Решение  

Направление подхода к мосту 

должно совпадать с направлением 

касательной к профилю моста на 

конце его. Задача сводится к нахож-

дению углового коэффициента каса-

тельной к графику функции y px 2 в 

точке x 10. Значение p  определяют из условия, что парабола про-

ходит через точку с координатами ( ; , )10 0 5 . Следовательно, 

.005,0p  Обозначим величину угла наклона касательной через  . 

Тогда tg y   ( ) , .10 01  Следовательно, .61,0 0 arctg  

Задача 2  

Группа спортсменов организовала на берегу моря следующее соревнование. 

Стартуя из точки А (см. рис. 55) на берегу моря, каждый спортсмен должен 

достичь буйка В, расположенного на расстоянии 120l  м от берега. Берего-

Рис. 54

 x

 y

 l=20 м

  f
 0
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вую линию можно считать прямой; расстояние от старта А до основания пер-

пендикуляра ВС, опущенного на эту линию, равно 200L  м. Каждый спорт-

смен имеет право пробежать любое расстояние по берегу от старта А по на-

правлению к основанию перпендикуляра ВС, а затем плыть к буйку. Победите-

лем считается тот, кто доплывет до буйка В быстрее всех. Из какой точки бере-

га наиболее выгодно начать плыть к буйку спортсмену, который знает, что при 

беге по песчаному берегу его скорость равна 13 км/ч, а скорость плавания – 5 

км/ч. 

Решение 

Пусть x  – расстояние от точки 

С до того места, откуда спортсмен 

начинает плыть к буйку. Тогда 

спортсмен пробегает расстояние 

,xL    а проплывает расстояние 

.22 xl   Общее время движения от 

старта А до буйка В равно   ,
2

22

1 v

xl

v

xL
xt





  где .0 Lx   Ис-

следуем эту функцию на экстремум:   .
1

22
21 xlv

x

v
xt


  Отсю-

да,   0 xt  при .
2
2

2
1

2

vv

v
lx


   Определим знак второй производной  

в этой точке: 

 
.0

322
2

2

2
2

2
1

2 





















xlv

l

vv

v
lt  

Подставляя численные значения всех величин, получим 50mx  м. 

Задача 3 

Бортовые огни малых судов можно различить в море на рас-

стоянии до 1 мили. Корабль A  идет на юг, делая 6  миль в час, и в на-

стоящее время находится в 5  милях от корабля B , который идет на 

Рис.55

 B

  x

  l

  L
 C

 A
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запад со скоростью 7  миль в час. Будут ли корабли друг от друга на 

расстоянии, достаточном для приема бортовых сигналов?  

Решение  

Рассмотрим положение кораб-

лей A  и B  в настоящее время (см. 

рис. 56,а). Через t  часов корабли 

займут новое положение (см. рис. 

56,б): первый окажется в точке A1, 

A A t0 1 6  миль, второй – в точке B1 , B B t0 1 7  миль. В момент t  

расстояние d  между кораблями будет составлять       

  
2

10

2

1011 BAAABAtd     6 5 7 85 70 25
2 2 2t t t t     .   

Исследуем функцию  td ,257085 2  tt  где 0t  на экстремум. 

Имеем  
2570852

70170
2 




tt

t
td . Отсюда   0 td  при 

17

7
t ч. Найдем 

вторую производную и определим знак второй производной в крити-

ческой точке  
 

0

2570854

80100
32







tt

td  при t 
7

17
.  Итак, наи-

меньшее расстояние, на котором друг от друга могут оказаться ко-

рабли A  и B , составляет примерно 

d
7

17
85

49

289
70

7

17
25

180

17
3 25









        ,  мили, что значительно 

больше 1 мили. Следовательно, принимать друг от друга сигналы 

бортовых огней они не смогут. 

Задача 4 

Сережа насыпал в цилиндрическую кастрюлю немного пшена и 

спросил соседку тетю Люду: «Сколько нужно налить воды, чтобы 

  А0        7t   B0

Рис. 56

  S

 N  N

 S

    A0                   B0

  6t

 A1

 б) а)
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получилась вкусная каша?» – «Это очень просто, – ответила соседка. 

– Наклони кастрюлю, постучи, чтобы крупа пересыпалась и закрыла 

ровно половину дна. Теперь заметь точку на стенке кастрюли у края, 

до которого поднялась крупа, и зажми ее пальцем. До этого уровня 

надо налить воду!» – «Так ведь пшена можно насыпать побольше или 

поменьше, да и кастрюли бывают разные – широкие, узкие», – усом-

нился Сережа. «Все равно, мой способ годится в любом случае», – 

гордо ответила соседка. Докажите, что соседка права: отношение 

объемов воды вV и крупы  крV  по ее рецепту для любой цилиндриче-

ской кастрюли получается одинаковым. Найдите, чему равно это от-

ношение.  

Решение 

На рис. 57,а) изображена стоя-

щая кастрюля, а на рис. 57, б) – каст-

рюля, наклоненная так, как совето-

вала соседка. Поместим исследуе-

мую модель в систему координат, 

чтобы основание цилиндра (кастрюли) лежало в плоскости ,XOY  а 

центр основания O  стал началом координат. Через точку x  на оси 

 RRxOX ;,   строим сечение тела (т.е. горки из крупы внутри ка-

стрюли) плоскостью, перпендикулярной оси OX  и параллельной оси 

.OY  Треугольник,  получившийся в сечении  (см. рис. 58),  обозначим 

 через .MNx  Очевидно, что MNx ~

.ABO  Тогда ,
AO

Mx

AB

MN
  т.е. 

     а)            Рис. 57         б)  

x

y

z

xA

B

M

N

O

-R

R

Рис. 58
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R

y

h

MN
  и .

R

hy
MN   Значит, .2/5,0 2 RhyMxMNSMNX   Учиты-

вая, что точка M  принадлежит окружности радиуса R  и имеет коор-

динаты ),,( yx  получаем ,222 Ryx   т.е. .222 xRy   Тогда 

.2/)()( 22 RxRhSxS MNx   Отсюда .
3

2

2

)(
2 2

0

22

hRdx
R

xRh
V

R

кр 


   

Но ).23(
33

2 2
22  

hR
hRhRVVV крцв  Значит, .1

2

3




кр

в

V

V
 

Эта величина не зависит от размера цилиндра (кастрюли). 

Задача 5  

Максимальное   удаление  от  поверхности  Земли  (в  апогее)  

Ю. А. Гагарина (12 апреля 1961 г.) при полете на корабле «Восток–1» 

было 302 км, минимальное (в перигее)  – 175 км. Определить пло-

щадь поверхности Земли, которую он  видел, находясь в каждом из 

этих положений. 

На уроках географии и астрономии ученики узнали, что радиус 

Земли равен 6370 км, апогея – расстояние наиболее удаленной точки 

орбиты искусственного спутника от поверхности Земли, а перигея – 

расстояние ближайшей точки орбиты искусственного спутника от по-

верхности Земли. 
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Решение 

Пусть HAC   – высота апо-

гея, hMN   – высота перигея, r  – 

радиус Земли (см. рис.). В апогее 

(из точки A , см. рис. 59) Ю. А. Га-

гарин мог видеть сферическую по-

верхность сегмента BDCB . Эта 

площадь поверхности образована 

вращением вокруг оси y0  дуги окружности CB  и определяется фор-

мулой   
y

y

C

B

dyxxS ,12
2

  где x  выразим из уравнения окружности 

.222 ryx   Тогда 22 yrx   – уравнение  дуги CB . Следователь-

но,  
22 yr

y
x




 ,   .

22

2
2

yr

y
x


  Имеем  




 
y

y

y

y

C

B

C

B

dyrdy
yr

y
yrS  212

22

2
22  

  KCrBCryr yy

C

B

y

y
  222  

Из прямоугольного треугольника ABO  находим 

,
2

OKAOBO   откуда .
22

Hr

r

AO

BO
OK


  Так как 

,
2

Hr

rH

Hr

r
rOKOCKC





  то ,

2
2

2

Hr

Hr

Hr

rH
rS








  т.е. 

5
2

10115
3026370

302637014,32





S кв. км. 

 y

Рис. 59

 A

 B

 C

K

 O  r

D

 Орбита

 корабля

«Восток

»

 Земля

 x

 N

   h

 M
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Таким же образом решается задача для точки ,M  т.е. для точки 

перигея. 

 

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

 

1. Масса дрожжей в сахаре увеличивается за каждый час на 3%. Если 

начальная масса составляет 1г, то после t ч роста масса равна 

  .03,1 ttm   Найдите приближённое значение массы после 10 мин. 

роста. 

2. Радиус основания бурта картофеля конической формы 5 м. Как из-

менится вес картофеля в бурте, если его высота увеличится на 165 

м? (1 м
3
 картофеля весит примерно 4 ц). Ответ: 157,1 ц.  

3. Функция    ttx  215001000 соответствует непрерывному рос-

ту популяции бактерий от начального размера   10000 x  до пре-

дельного   .1500tx  Чему равны численные значения популяции в 

моменты времени .10,,3,2,1 t  Постройте график. 

4. Шар, объём которого 
32

3


, вписан в конус. Найдите высоту конуса, 

если радиус его основания равен .32  Ответ: 6. 

5. Высота конуса равна 6, а его объём равен 144 . Найдите площадь 

полной поверхности куба, вписанного в конус. Ответ: 96 ед. кв.  
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6. Цепь висячего моста располагает-

ся по дуге параболы y px 2 . Пролет 

моста имеет длину 50 м, а стрела 

провеса f  5 м. Определить вели-

чину угла провеса   в крайней точке 

моста (см. рис. 60). Ответ: tg  0 4, . 

7. Профиль подъема шоссе имеет форму кривой  y
x

x
x




1
0 . 

Определите величину угла наклона шоссе в его начале. Ответ: 45 . 

8. Из луговых земель, расположен-

ных на берегу реки Икса, фермер 

решил отвести под овощные культу-

ры 8 га. Найдите ширину и длину 

участка прямоугольной формы (см. 

рис. 61), отводимого под овощные 

культуры, чтобы на ограждение это-

го участка израсходовать наименьшее количество строительного 

материала. Ответ: 200x  м, 400y м. 

9. Число 12 представьте в виде суммы двух положительных слагае-

мых так, чтобы сумма куба первого слагаемого и утроенного второ-

го слагаемого была наименьшей. Ответ: 12=1+11. 

10. К заводской стене нужно пристроить помещение прямоугольной 

формы под новый цех. Каково должно быть соотношение ширины к 

длине нового цеха, чтобы на его строительство израсходовать наи-

меньшее количество строительного материала? Ответ: 1:2. Длина 

нового цеха параллельна заводской стене. 

Рис. 60

  0  x


 f

 l=50 м
 y

 

 Рис. 61

 x

  y

 р. Икса
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11. Сила тока  в  цепи определяется по закону Ома ,
1RR

U
I


  где 

R  – внешнее, а 1R – внутреннее сопротивление. Мощность, выде-

ляющаяся в нагрузке R , выражается формулой 
 

.
2

1

2
2

RR

RU
RIP


  

Вычислите значение R , при котором мощность будет наибольшая. 

Ответ: .1RR   

12. Найдите кинетическую энергию тела, движущегося с ускорени-

ем 222  tta  в момент времени 3t  с, если масса тела равна 2 

кг, а скорость тела при 0t  равна 1 м/с. Ответ: 49
2

2


mv

E  Дж. 

13. Внутреннюю поверхность резервуара ёмкостью 4 м
3
 с квадрат-

ным основанием, открытого сверху, нужно покрыть оловом. Каков 

должен быть размер резервуара, чтобы израсходовать минимальное 

количество олова? Толщиной стенок пренебречь. Ответ: 2 2 1  м
3
. 

14. В котлован полусферической 

формы, с радиусом R, помещён резер-

вуар формы  параллелепипеда для 

хранения нефтепродуктов (см. рис. 

62).  Каковы должны быть размеры 

прямоугольного дна резервуара, что-

бы прямоугольник имел наибольшую площадь? Ответ: квадрат со 

стороной .2R  

15. Под экспериментальные посадки ценных культур решили ого-

родить участок прямоугольной формы длиной 144 м и шириной 24 

м, а затем разделить его пополам перпендикулярно длине. Но с це-

Рис. 62

 x

 R
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лью экономии средств на постройку забора решили найти наиболее 

выгодный размер участка. Найдите длину и ширину нового участка 

такой же площади и экономию средств, если 1 погонный метр забо-

ра стоит 225 руб. Ответ: 72 и 48 м; 16200 руб. 

16. Стоимость топлива, необходимого для движения океанского 

танкера, пропорциональна кубу его скорости и составляет 10 руб. в 

час при скорости 10 узлов (1 у=1852 м/ч). Все другие виды расходов 

составляют 40 руб. в час. Найдите экономию средств при движении 

с наиболее выгодной скоростью, если до порта назначения 1000 

морских миль. Ответ: 237 руб. 79 коп. 

17. Под посевы элитных культур выделили земельный участок пря-

моугольной формы площадью 3,24 га и вдоль всей границы окопали 

рвом. Найдите размер участка, чтобы стоимость рва была наимень-

шей. Вычислите стоимость рва, если погонный метр его обходится 

в 50 коп. Ответ: 180180  м
2
, 360 руб. 

18. Скорость роста  y  популяции x  задана формулой 

 .100001,0 xxy   При каком размере популяции эта скорость мак-

симальна? Какова равновесная популяция, т. е. популяция, для ко-

торой скорость равна нулю? Ответ: при ,50x  ;5,2max y  ,100x  

.0min y  

19. Требуется построить канал, имеющий в сечении форму равно-

бедренной трапеции, основание и боковые стороны которого имеют 

по 8 м. Какова должна быть ширина канала, чтобы он вмещал наи-

большее количество воды? Ответ:   16 м. 

20. Имеется кусок проволоки длиной 160 м. Этой проволокой тре-

буется огородить прямоугольный участок земли так, чтобы площадь 
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участка была наибольшей. Найдите размеры сторон участка. Ответ: 

.40 yx  

21. Цена бриллианта пропорциональна квадрату его массы. Если 

бриллиант разбить на две части, то в каком случае общая стоимость 

двух частей будет наименьшей? Ответ: Части должны быть одина-

ковых масс. Указание: надо найти наименьшее значение функции 

  .)( 22 xMxxy   

22. Требуется построить несколько одинаковых домов общей жилой 

площадью 40000 м
2
. Затраты на постройку одного дома жилой пло-

щадью S  складываются из стоимости фундамента, пропорциональ-

ной ,S  и стоимости наземной части, пропорциональной .SS  При 

строительстве дома жилой площадью 400 м
2
 80% затрат идет на 

фундамент. Сколько надо строить домов, чтобы затраты были наи-

меньшими? Ответ: 25 домов. Указание: задача сводится к определе-

нию наименьшего значения функции   .
1600









 S

S
SL  

23. Мощность, затрачиваемая на движение парохода, пропорцио-

нальна кубу его скорости. Найдите наиболее экономичную скорость 

парохода при движении против течения, скорость которого равна a  

км/ч. Ответ: .5,1 av   Указание: работа, затрачиваемая на прохож-

дение пароходом 1 км со скоростью v (км/ч) относительно воды, 

равна   .
3

av

kv
vA


  

24. Имеется батарея с внутренним сопротивлением r . Какое сопро-

тивление надо подключить к батарее, чтобы выделяемая на нем 

мощность была наибольшей? Ответ: .rR   Указание: мощность, 
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выделяемая на сопротивлении ,R  равна   .

2
2 R

rR

E
RIRP 










  

25. Из трех резисторов, соединенных параллельно, составлена элек-

трическая цепь. Известно, что сопротивление первого резистора в 9 

раз больше сопротивления второго. При последовательном соеди-

нении этих резисторов сопротивление цепи равно .R  Найдите со-

противления резисторов, при которых сопротивление исходной це-

пи будет наибольшим? 

26. Три конденсатора, соединенных параллельно, образуют батарею 

емкостью .C  Найдите емкости конденсаторов, при которых емкость 

батареи, полученной при последовательном соединении этих же 

конденсаторов, будет наибольшей, если известно, что .25,2: 32 CC   

27. При движении теплохода по озеру расходы N  в рублях на 1 км 

пути определяются по формуле ,)( 3

v

b
avvN   где v  – скорость те-

плохода (в км/ч), a  и b  – определяемые из опыта коэффициенты. 

Найдите скорость теплохода, при котором расходы будут наимень-

шими, если  001,0a  и  .60b  Ответ: 1,14v  км/ч, а расходы N  

снижаются до 2,8 рубля на 1 км пути. 

28. Дождевая капля, первоначальная масса которой 0m , а начальная 

скорость равна 0, падает под действием силы тяжести, равномерно 

испаряясь, теряя ежесекундно массу k . Через сколько секунд после 

падения кинетическая энергия   tE  капли будет наибольшей? Ука-

зание: если учитывать начальную скорость 0v  падения капли, то 

функция  tE  имеет вид:  
   

2

2

00 gtvktm
tE


 . 
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29.  Требуется изготовить открытый сверху бак объемом V  с квад-

ратным основанием. Каковы должны быть размеры бака, чтобы 

длина свариваемых швов была наименьшей? 

30. Из всех треугольников с данным основанием a  и данным углом 

  при вершине найдите треугольник с наибольшей биссектрисой, 

проведенной к основанию. Ответ: наибольшую биссектрису имеет 

равнобедренный треугольник. 

31. На горизонтальной плоскости лежит кирпич массы .m  С какой 

наименьшей ( по модулю) силой и под каким углом к плоскости на-

до его тянуть, чтобы он сдвинулся с места, если коэффициент тре-

ния равен ?k  Указание: пусть мы тянем кирпич под углом   к 

плоскости. Тогда для наименьшего значения F


, при котором кир-

пич сдвинется с места, должно выполняться соотношение  

 .sincos  FmgkF


 . Откуда .
sincos  k

kmg
F





 Наименьшего 

значения эта функция (от  ) достигает при ,ktg   откуда 

,karctg  .
1 2k

kmg
F





 

32. Все вершины правильной треугольной призмы принадлежат 

сфере радиуса R . Какой должна быть высота призмы, чтобы ее объ-

ем был наибольшим? Ответ: .32RH   Указание: из равенства 

34 222 lHR   ( l  – сторона основания призмы), ,43 2 HlV   

находим    .4
16

33 32 HHRHV   

33. Одно из оснований цилиндра  является сечением шара, а другое 

основание принадлежит большому кругу этого шара. Радиус шара 
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равен .R  Какой должна быть высота цилиндра, чтобы его объем был 

наибольшим? Ответ: .3RH  Указание: из формул  222 RHr    (

r – радиус основания цилиндра, H – его высота), HrV 2  следу-

ет    .22 HRHHV   

34. Из всех конусов, описанных около данного шара, найти тот, ко-

торый имеет наименьший объем. Ответ: .4RH   

35. Корабль стоит на якоре в 9 км от ближайшей точки берега. С ко-

рабля нужно послать матроса в лагерь, расположенный в 15 км, 

считая по берегу, от ближайшей к кораблю точки берега (лагерь 

расположен на берегу). Если матрос может делать пешком по 5 

км/час, а на веслах по 4 км/час, то в каком пункте берега он должен 

пристать, чтобы попасть в лагерь в кратчайшее время?  Ответ: Мат-

рос должен пристать к берегу в 3 км от лагеря. 

36. Сопротивление f  дороги движению автомобиля при скорости 

движения v  км/ч выражается следующими формулами: 

1) на асфальте f v 14 5 0 25, , ,  

2) на хорошем шоссе f v v  24
2

3

1

30

2 , 

3) на булыжной мостовой f v v  29
2

3

1

15

2 ,  

4) на мягкой грунтовой дороге f v v  36 5
3

4

1

30

2, . Определить для 

тех случаев, когда это возможно, скорость, при которой сопротив-

ление будет наименьшим. Ответ. 1) Функция линейная, минимума 

нет, 2) v 10 км/ч, 3) v  5 км/ч, 4) v 1125,  км/ч. 
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37. Верхняя точка трамплина нахо-

дится на высоте H  над землей, а на 

высоте h  трамплин обрывается (рис. 

63). Какой должна быть высота h  

при заданной высоте H , чтобы 

лыжник, съехав с трамплина, мог 

пролететь наибольшее расстояние S  

(считая по горизонтали)? Трением и сопротивлением воздуха пре-

небречь. Ответ: ,
2

H
hопт   .max HS    Мы получили, что дальность 

полета определяется величинами h  и H , то есть зависит только от 

конструкции трамплина. Если бы это было так на самом деле, то не 

было бы смысла проводить соревнования по прыжкам с трампли-

на, так как дальность полета всех лыжников была бы одинаковой. 

В действительности, чем выше мастерство лыжника, тем меньшую 

долю энергии он потеряет из-за трения и сопротивления  воздуха. 

Мастерство  лыжника  сильно  влияет  на дальность полета. 

38. Из полукруглого листа железа, 

радиус которого 4 дм, требуется вы-

резать равнобедренную трапецию 

максимальной площади (рис. 64).  

39. Вездеход, находящийся на пе-

ресеченной местности в 27 км от 

прямолинейной шоссейной дороги, должен доставить геологов в 

населенный пункт, расположенный на шоссе. Расстояние от точки 

шоссе, ближайшей к вездеходу, до населенного пункта равно 45 км. 

  h
 C

 H

 S

 Рис. 63

 A

 B

 

 M
 2 r

Рис. 64

 2x

 r

 



 108 

 

По пересеченной местности вездеход идет со скоростью 44 км/ч, а 

по шоссе – со скоростью 55 км/ч. На каком расстоянии от населен-

ного пункта вездеход должен выехать на шоссе, чтобы время дви-

жения было наименьшим? 

40. На территории целинных земель строят элеватор в пункте A  на 

расстоянии h  км от ближайшей железнодорожной магистрали. Рас-

стояние BC  от ближайшей стан-

ции этой магистрали до основания 

перпендикуляра AC , проведённо-

го из пункта A  к линии этой же-

лезной дороги, равно d  км. Уча-

сток BC  железной дороги прямо-

линейный. На этом участке требу-

ется выбрать пункт D , чтобы от него построить прямолинейную 

железнодорожную узкоколейную ветку DA  к элеватору (см. рис. 

65). На каком расстоянии от пункта C  должен находиться пункт D , 

чтобы проезд по трассе DABD   со средней скоростью v  км/ч на 

участке BD  и со средней скоростью 1v  км/ч на участке DA   vv 1  

длился наименьшее время? Ответ: 
2

1
2

1

vv

hv
DC


  км. 

41. Из куска жести, форма и 

размеры которого (в дм) показаны 

на рис. 66, вырезать прямоуголь-

ник с наибольшей площадью. От-

вет: прямоугольник будет иметь 

наибольшую площадь, когда точ-

 A

Рис. 65

 d
 x

v1
 h

v  C B
 D

 Рис. 66

 11

  10

 B

  y

 x

  3  A
 E

 D

 C

 6
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ка B  совпадает с точкой C ; 66наибS  (дм
2
). 

42. Два парохода идут по морю с постоянными скоростями по фик-

сированным направлениям. В 9 ч расстояние между ними 20 миль, а 

в 9 ч 36 мин – 15 миль и в 9 ч 55 мин – 13 миль. В какой момент 

времени расстояние между пароходами минимально и каково это 

расстояние? Ответ: примерно через 80 мин после 9 ч, т.е. в 10 ч 20 

мин расстояние между пароходами будет минимально и составит 12 

миль.  

43. Расстояние от песчаного карьера до кирпичного завода, распо-

ложенного на прямолинейной автомагистрали, равно 30 км. Песча-

ный карьер удален от этой магистрали на 24 км. Строительный коо-

ператив взял подряд на строительство подъездной дороги от карье-

ра к автомагистрали. На каком расстоянии от кирпичного завода 

должна находиться развилка дорог, чтобы время доставки грузов от 

карьера до завода было наименьшим, если известно, что автомаши-

ны могут развивать на магистрали скорость 52 км/ч, а на подъезд-

ной дороге – 20 км/ч?  

44. Данное положительное число c  представить в виде двух слагае-

мых так, чтобы куб первого слагаемого при умножении на квадрат 

второго дал наибольшее произведение. Ответ:  .
5

2
;

5

3
cc   

45. Какой нужно взять  размер цилиндрического сосуда ёмкостью   

м
3
, открытого сверху, чтобы на его изготовление потребовалось 

наименьшее количество материала? Ответ: 1 hr  м. 

46. Определите размеры открытого бассейна с квадратным дном 

объемом 108 м
3
 таким образом, чтобы суммарная площадь поверх-
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 Рис. 68

ности дна и стенок была минимальной. Ответ: 6x  м, 3h м.  

47. На рисунке 67 изображен кон-

тейнер для мусора. Чтобы он имел 

наибольший объем, передняя стенка 

(при заданной ширине b ) должна 

иметь максимально возможную 

площадь. Определите угол   так, 

чтобы площадь S  этой стенки была 

наибольшей. 

48. Равнобедренный треугольник данного периметра p  вращается 

около основания. Какие следует выбрать  основания и высоту тре-

угольника, чтобы объём тела вращения был наибольшим? Ответ: 

.
4

2
;
4

p
h

p
x   

49. Бревно длиной 20 дм имеет 

форму усеченного конуса с диамет-

рами оснований 2 дм и 1 дм. Требу-

ется вырубить из бревна брус с квад-

ратным поперечным сечением и 

наибольшим объемом, ось которого 

совпадала бы с осью бревна (см. рис. 68). Ответ: вырубить из дан-

ного бревна брус наибольшего объема нужно так: удалить верхнюю 

(более  тонкую)  часть  бревна, чтобы  осталось  бревно высотой 

3

1
13  дм, а затем из полученного бревна вырубить брус с квадратным 

поперечным сечением. 

 а

2м
 h

 b
1м

 Рис. 67
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50. Два прямолинейных шоссейных пути пересекаются в пункте C  

под углом 60
0
. К пункту C  одновременно отбыли две автомашины: 

одна со скоростью 1 км/мин – из пункта A , расположенного на од-

ном из этих шоссе на расстоянии 60 км от C , и вторая – со скоро-

стью 0,5 км/мин – из пункта B , находящегося на другом из этих 

двух шоссе на расстоянии 40 км от C . Через сколько минут после 

своего отбытия автомашины окажутся на наименьшем расстоянии 

одна от другой и каково это расстояние? Ответ: 10 км. 

51. Шест, имеющий в длину l  метров, требуется разрезать на три 

части, чтобы, установив их на земле взаимно перпендикулярно, по-

лучить остов для шалаша в форме треугольной пирамиды. Какую 

длину должна иметь каждая из этих частей, чтобы объём шалаша 

оказался наибольшим? Ответ: .
162

;
3

3l
V

l
zyx наиб   

52. При проектировании цеха по переработке плодоовощной про-

дукции планируется строительство нескольких одинаковых холо-

дильных камер, каждая из которых имеет форму правильной четы-

рёхугольной призмы объёмом 144 м
3
. Для облицовки боковых сте-

нок камеры используют материал, цена которого 150 руб., а для об-

лицовки дна – 200 руб. за один квадратный метр. При каких разме-

рах холодильной камеры стоимость её облицовки будет наимень-

шей? Ответ: сторона основания призмы равна 6 м, высота 4 м. 

53. При небрежной транспортировке рулонов типографской бумаги 

на их поверхности появляются трещины, в результате чего образу-

ется так называемый бумажный срыв, идущий в отходы. Очевидно, 

что эти отходы тем меньше, чем меньше полная поверхность рулона 
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при данном её объёме. Исследуйте, при каком соотношении между 

диаметром и длиной (т. е. образующей) рулона срыв бумаги будет 

(при данной глубине трещин и при данном объёме этого рулона) 

наименьшим. Ответ: .2RH   

54. Известно, что расход топлива пропорционален кубу скорости 

судна и составляет 22 руб. в час при скорости 10 узлов. Содержание 

экипажа и амортизационные отчисления составляют 110 руб. в час. 

Найдите наиболее экономичную скорость равномерного движения и 

вычислите дополнительную прибыль, если известно, что расстояние 

до порта назначения 1500 морских миль. Ответ: 13, 6 узлов; 1564 р. 

55. Проектируется туннель, имеющий своим поперечным сечением 

прямоугольник, завершённый полукругом, диаметр которого равен 

ширине этого прямоугольника. Определите высоту туннеля и ши-

рину прямоугольной части его поперечного сечения так, чтобы этот 

туннель имел при данной своей длине l  и данном периметре p2  

своего поперечного сечения наибольший объём. 

56. Требуется покрасить цинковыми белилами наружную поверх-

ность резервуара цилиндрической формы объёмом 785 м
3
. При ка-

ком размере резервуара расходуется минимальное количество крас-

ки? Вычислите стоимость покраски резервуара, если стоимость 

краски и покраски 1 м
2
 стоит 10 руб.   Ответ: 5r  м; 10h  м. 

57. Имеется N  одинаковых элек-

трических элементов. Из них можно 

несколькими способами составить 

батарею, соединяя по n  элементов 

последовательно, а затем получен-
 Рис. 69
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ные группы (числом 
n

N
) – параллельно. Сила тока, даваемого такой 

батареей, определяется формулой ,

1
2RnNR

NnE
I


   где E – э. д. с. 

одного элемента, 1R – его внутреннее сопротивление, а R – внешнее 

сопротивление. При каком числе n  (см. рис. 69) батарея даст ток 

наибольшей силы? 

58.  Требуется построить дом с оп-

ределенной жилой площадью S  

так, чтобы объем каркаса крыши, 

формы указанной на рисунке 70, 

был наибольшим. Длина пяти ре-

бер 5a  м. Ответ: .yx   

59. Найдите из множества кривых, соответствующих неопределён-

ному интегралу    dxx 23 , кривую,  которая  проходит через точку 

(-3; 4). 

60. Вид склона сбоку прибли-

жённо описывается функцией 

xy   (единичный отрезок равен 

5 м). Скат AB  (см. рис. 71) состав-

ляет угол 14
0
 с горизонтом. При-

страивают подъём. Сколько потре-

буется щебня, если известно, что ширина подъема должна быть 4 м?  

61. Рост численности насекомых некоторого вида происходит со 

скоростью v v t ( )  единиц/год. На сколько возрастет численность 

y

 x

 1

0 1A

B

C

Рис. 71

 y=x
1/2

Рис. 70

 x

 y

 a
 a

 a a

 a
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N  насекомых этого вида за 5 лет, начиная с момента отсчета? От-

вет: N N v t dt(5) ( ) ( ) .  0
0

5

 

62. В СССР 6 июля 1976 г. был осуществлен запуск космического 

корабля «Союз – 21», пилотируемого экипажем в составе Б. В. Во-

лынова и В. М. Жолобова, для проведения совместных эксперимен-

тов с орбитальной научной станцией «Салют – 5». По данным тра-

екторных измерений, параметры орбиты корабля «Союз – 21» со-

ставляют: максимальное удаление от поверхности Земли (в апогее) 

– 253 км, минимальное (в перигее) – 193 км. Определите площадь 

поверхности Земли, наблюдаемую с корабля в момент его макси-

мального и минимального удаления от нее. 

63. Серповидная опора изготов-

лена из 10  – миллиметровой плос-

кого стального листа. Какова масса 

этой опоры, если ее верхний и 

нижний  контуры представляют 

собой параболы (см. рис. 72)? Ука-

зание: масса опоры вычисляется по 

формуле  m S d   ,  где   – плотность  стали (  7 8 103,  кг/м
3
), 

S  – площадь сечения опоры, d  – ее толщина (d  0 01, м). Введите 

прямоугольную систему координат и определите уравнения нижне-

го и верхнего контуров опоры:  y x  
1

36
12  и y x  

1

18
22 .  Да-

лее вычислите площадь фигуры, ограниченной найденными кривы-

ми.  Ответ: m     7 8 10 8 10 6243 2,  кг. 

 x

 y

1мм
1мм

 12 м

 0

Рис. 72  
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64. Вычислите объем тела, образованного при вращении вокруг оси 

Ox  фигуры, ограниченной линиями .3,1,3  xyxy  Ответ: 

 .153
7

7 


 

65. Вычислите объем тела вращения, образованного в результате 

вращения вокруг оси Ox  фигуры, ограниченной линиями ,yex   

,0y  ,0x  ,1y  x  и y  измерены в метрах. Сколько потребуется 

рейсов пятитонного грузовика для перевозки груза, заполняющего 

этот объем, если масса 1 м
3
 равна 400 кг? Ответ: 2 рейса. 

66. Вычислите работу, совершаемую при растяжении пружины на 

10 см, если для растяжения ее на 1 см необходима сила 60 Н. Указа-

ние: согласно закону Гука, сила растяжения упругой пружины пря-

мо пропорциональна величине растяжения. Ответ: 30 Дж. 

67. Сила в 98,1 H растягивает пружину на 12 см. Какую работу она 

производит? Ответ: 5,886 Дж.  

68. С балкона, находящегося на высоте 25 м над поверхностью зем-

ли, бросили вертикально вверх мячик с начальной скоростью 20 м/с. 

Используя зависимость высоты подъёма от времени, определите, на 

какую наибольшую высоту от поверхности земли взлетит мячик. 

(Считать 10g м/с
2
, сопротивлением воздуха пренебречь.) Ответ: 

45 м. 

69. Тело брошено с земли вертикально вверх. Найдите наибольшую 

высоту подъёма тела, если его скорость .8,96,19 tv   Ответ: 19,6 м. 

70. Шофёр автомобиля затормозил в тот момент, когда скорость 

была равна   36 км/ч. Найдите путь, пройденный автомобилем за 

время от ct 21   до ,62 ct   если при включенном тормозе автомо-
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биль двигался с ускорением 0,5 м/с
2
. Ответ: 32 м.  

71. Чтобы растянуть пружину на 2 см, нужно совершить работу, 

равную    196,2 Дж. На сколько можно растянуть пружину, совер-

шив работу в   784,8 Дж? Ответ: 4 см.  

72. Аквариум, имеющий форму полушара радиуса r , заполнен во-

дой. Определите силу давления воды на стенки аквариума. Ответ: 

grp   3
, где    – плотность воды, g  – ускорение свободного 

падения. 

73. Найдите силу, с которой вода давит на плотину, имеющую фор-

му трапеции с основаниями 80 м (верхнее), 16 м (нижнее), высотой 

8 м. Верхнее основание находится на уровне поверхности воды. От-

вет: 768 т. 

74. Определите кинетическую энергию однородного цилиндра, ка-

тящегося без проскальзывания по плоскости со скоростью 1 м/с. Ра-

диус цилиндра равен R  м, масса цилиндра m  кг. Ответ: 
4

m
 Дж. Ре-

шение. Пусть высота цилиндра равна .
2HR

m

V

m





  Рассмотрим 

часть цилиндра, ограниченную цилиндрическими поверхностями 

радиусов x  и xx  . Объём этой части приближённо равен xxH2

, масса 
2

2

R

xmx
, скорость 

R

x
, кинетическая энергия 

.
2 4

32

R

xmxVm
W xx

x


  Поэтому 
4

0
4

3 m

R

dxmx
W

R

  . 

75. Диаметр иллюминатора, расположенного на вертикальном борту 

судна, равен 30 см. Найдите силу давления воды на погружённую 
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половину иллюминатора. Ответ: 22,1 H. 

76. Сменная производительность труда бригады рабочих описыва-

ется функцией ,96,2008,00033,0 2  tty  где t  – время в часах. 

Определите объём выпуска продукции в течение года (за 240 рабо-

чих дней), если смена длится 7 ч. Вычислите прибыль, если заво-

дская оптовая цена единицы продукции равна 200 руб., её себе-

стоимость  – 100 руб., а количество бригад – 10. Ответ: 346518 ед.; 

прибыль – 34651848 руб. 

77. Потребление электроэнергии городскими предприятиями и на-

селением города с 8 до 18 ч. приближённо описывается функцией 

,15810000 2tty   где t  – время в часах. Вычислите стоимость 

электроэнергии, потребляемой городом, если стоимость 1 кВт/ч 

равна 40 коп.  Ответ: 50224руб. 

78. Поступление товара на склад описывается функцией 

,753,0006,0 2  ttv  а реализация этих товаров торгующей орга-

низацией описывается функцией  ,564,0003,0 2
2  ttv  где t  – 

количество дней. Определите запас товара в условных единицах по 

истечении 60 рабочих дней, если исходного товара на складе не бы-

ло. Ответ: 1536 усл. ед. 

79. Завод выпускает 40000 единиц в год определённого вида про-

дукции, а каждый последующий год выпуск продукции непрерывно 

увеличивается на 1000 единиц. Определите сумму амортизацион-

ных отчислений за 10 лет при норме амортизации, равной 1,2% от 

себестоимости выпускаемой продукции, если себестоимость одной 

единицы продукции 120 руб. Ответ:  540000руб.  
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