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Указан метод, с помощью которого можно получить последовательность неравенств,
обобщающих хорошо известное неравенство Коши — Буняковского для линейных по-
ложительных функционалов. Приведены два неравенства этой последовательности,
а также доказаны утверждения, являющиеся следствиями первого из них.

Kлючевые слова: линейный положительный функционал, неравенство Коши — Буня-
ковского, центральный момент линейного положительного оператора.

Введение
Пусть V — линейная алгебра вещественных функций, заданных на некотором

множестве Y . Обозначим через Φ линейный положительный функционал, действу-
ющий из V в R. Известно [1], что неравенство Коши — Буняковского для линейных
положительных функционалов имеет вид

Φ2fϕ 6 Φf 2 · Φϕ2, (1)

где функции f , ϕ принадлежат V . В данной статье укажем метод, который позво-
ляет получать неравенства, в некотором смысле обобщающие неравенство (1).

Основным результатом статьи является доказательство следующего неравен-
ства

(Φf 2Φϕ2 − Φ2fϕ)(Φf 2Φg2 − Φ2fg) > (Φf 2Φϕg − ΦfϕΦfg)2.

А предложение 2 представляет собой применение этого неравенства к исследованию
свойств линейного положительного функционала, удовлетворяющего неравенству
(11) из пункта 3.

Статья написана на материале депонированной работы [2].

1. Вычисление определителя
В первом пункте приведём необходимые сведения.
Согласно [3] определитель

Dn = D(ϕ1, . . . , ϕn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φϕ1

2 Φϕ1ϕ2 . . . Φϕ1ϕn
Φϕ2ϕ1 Φϕ2

2 . . . Φϕ2ϕn
. . . . . . . . . . . .

Φϕnϕ1 Φϕnϕ2 . . . Φϕ2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
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назовём определителем Грама системы функций {ϕk}nk=1, соответствующим функ-
ционалу Φ. Отметим, что в этом определении функционал Φ дополнительными
свойствами, например линейностью, не обладает.

Предложение 1. Пусть дан определитель

dm =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amm

∣∣∣∣∣∣∣∣
порядка m, m > 3. Тогда в случае a11 6= 0 выполняется равенство

am−2
11 dm =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11a22 − a12a21 a11a23 − a13a21 . . . a11a2m − a1ma21

a11a32 − a12a31 a11a33 − a13a31 . . . a11a3m − a1ma31

. . . . . . . . . . . .
a11am2 − a12am1 a11am3 − a13am1 . . . a11amm − a1mam1

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (2)

Доказательство. Равенство (2) легко получить, выполнив элементарные преобра-
зования столбцов определителя dm.

Сформулируем два следствия предложения 1. В случае симметричности матри-
цы, определитель которой есть d3, имеем

a11d3 = (a11a22 − a2
12)(a11a33 − a2

13)− (a11a23 − a12a13)2. (3)

Применив формулу (2) при m = 4, получим

a2
11d4 =

∣∣∣∣∣∣
a11a22 − a12a21 a11a23 − a13a21 . . . a11a24 − a14a21

a11a32 − a12a31 a11a33 − a13a31 . . . a11a34 − a14a31

a11a42 − a12a41 a11a43 − a13a41 . . . a11a44 − a14a41

∣∣∣∣∣∣ .
Обозначим элементы последнего определителя через a′ij, i, j = 1, 2, 3. В силу (2)
получаем

a′11a
2
11d4 =

∣∣∣∣a′11a
′
22 − a′12a

′
21 a′11a

′
23 − a′13a

′
21

a′11a
′
32 − a′12a

′
31 a′11a

′
33 − a′13a

′
31

∣∣∣∣ . (4)

Предполагая симметричность матрицы, соответствующей определителю d4, и воз-
вращаясь к переменным aij, из (4) выводим равенство

(a11a22 − a2
12)a2

11d4 =
[
(a11a22 − a2

12)(a11a33 − a2
13)− (a11a23 − a12a13)2

]
×

×
[
(a11a22 − a2

12)(a11a44 − a2
14)− (a11a24 − a12a14)2

]
− (5)

−
[
(a11a22 − a2

12)(a11a34 − a13a14)− (a11a23 − a12a13)(a11a24 − a12a14)
]2
.

2. Доказательство неравенств
Благодаря предложению 1 установим неравенства, которые назовём обобщён-

ными неравенствами Коши — Буняковского для линейных положительных функ-
ционалов.

Из определения положительного функционала следует, что неотрицательной
является квадратичная форма

Φ(λ1f1 + λ2f2 + . . .+ λmfm)2 =
m∑

i,j=1

λiλjΦfifj, (6)
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где λi ∈ R, функции fi ∈ V , i = 1, 2, . . . ,m. Квадратичной форме (6) соответ-
ствует симметрическая матрица с неотрицательными главными минорами. Таким
образом, для главных миноров второго порядка имеем неравенство

D2 =

∣∣∣∣ Φf 2
i Φfifj

Φfjfi Φf 2
j

∣∣∣∣ > 0, i, j = 1, 2, . . . ,m,

которое приводит к неравенству (1).

Замечание 1. Если Φf 2
i = 0, то из (1) получаем Φfifj = 0 и D2 = 0.

Рассмотрим случай главных миноров третьего порядка. Изменим обозначения
функций fi, fj, fk на f , ϕ, g. Будем иметь

D3 =

∣∣∣∣∣∣
Φf 2 Φfϕ Φfg
Φϕf Φϕ2 Φϕg
Φgf Φgϕ Φg2

∣∣∣∣∣∣ > 0.

Полагаем, что в определителе D3 число Φf 2 6= 0. В противном случае вследствие
замечания 1 Φfϕ = Φfg = 0 и, значит, D3 = 0.

Вычислим произведение Φf 2·D3, которое является неотрицательным. Применяя
(3), получаем

Φf 2 ·D3 = (Φf 2Φϕ2 − Φ2fϕ)(Φf 2Φg2 − Φ2fg)− (Φf 2Φϕg − ΦfϕΦfg)2 > 0.

Таким образом,

(Φf 2Φϕ2 − Φ2fϕ)(Φf 2Φg2 − Φ2fg) > (Φf 2Φϕg − ΦfϕΦfg)2. (7)

Из неравенства (7) следует, что разности Φf 2Φϕ2 − Φ2fϕ при различных f и ϕ
имеют один и тот же знак.

Теперь напишем определитель Грама четвёртого порядка для функций f , ϕ, g
и h:

D4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φf 2 Φfϕ Φfg Φfh
Φϕf Φϕ2 Φϕg Φϕh
Φgf Φgϕ Φg2 Φgh
Φhf Φhϕ Φhg Φh2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Из равенства (5) получаем[

(Φf 2Φϕ2 − Φ2fϕ)(Φf 2Φg2 − Φ2fg)− (Φf 2Φϕg − ΦfϕΦfg)2
]
×

×
[
(Φf 2Φϕ2 − Φ2fϕ)(Φf 2Φh2 − Φ2fh)− (Φf 2Φϕh− ΦfϕΦfh)2

]
>

>
[
(Φf 2Φϕ2 − Φ2fϕ)(Φf 2Φgh− ΦfgΦfh)− (Φf 2Φϕg − ΦfϕΦfg)×

×(Φf 2Φϕh− ΦfϕΦfh)
]2
.

(8)

Подобным образом исследуются случаи миноров порядков, больших четырёх.
Неравенства (7), (8) и аналогичные им будем называть обобщёнными неравенства-
ми Коши — Буняковского. Ясно, что практический интерес представляют неравен-
ства (1) и (7).

Рассмотрим частные случаи неравенства (7).
Случай 1. Пусть g = 1. Тогда согласно (7) имеем

(Φf 2Φϕ2 − Φ2fϕ)(Φf 2Φ1− Φ2f) > (Φf 2Φϕ− ΦfϕΦf)2.
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Случай 2. Пусть f = 1. В силу (7) получаем

(Φ1Φϕ2 − Φ2ϕ)(Φ1Φg2 − Φ2g) > (Φ1Φϕg − ΦϕΦg)2. (9)

При Φ1 = 1 неравенство (9) примет вид

(Φϕ2 − Φ2ϕ)(Φg2 − Φ2g) > (Φϕg − ΦϕΦg)2. (10)

Полагая в (8) f = 1 и Φ1 = 1, получаем неравенство[
(Φϕ2 − Φ2ϕ)(Φg2 − Φ2g)− (Φϕg − ΦϕΦg)2

]
×

×
[
(Φϕ2 − Φ2ϕ)(Φh2 − Φ2h)− (Φϕh− ΦϕΦh)2

]
>

>
[
(Φϕ2 − Φ2ϕ)(Φgh− ΦgΦh)− (Φϕg − ΦϕΦg)(Φϕh− ΦϕΦh)

]2
,

которое обобщает (10).

3. Следствия из неравенства
Выведем несколько следствий из неравенства (7).

Предложение 2. Пусть для некоторой функции ϕ выполняется условие

Φ1Φϕ2 = Φ2ϕ. (11)

Тогда
Φ1Φϕg = ΦϕΦg ∀g ∈ V, (12)

Φk−11Φϕk = Φkϕ, k ∈ Z, (13)

|Φϕ| = Φ|ϕ|. (14)

В равенстве (13) для отрицательных значений k считаем, что ϕ 6= 0, Φϕ 6= 0.

Доказательство. Ясно, что при выполнении условия (11) из (9) следует (12). До-
кажем равенство (13). Оно очевидно при k = 0. Рассмотрим случай натуральных
значений k. Применим индукцию. Предполагая (13) доказанным для k и применяя
(12), для случая k + 1 получаем

φk1Φϕk+1 = Φk−11(Φ1Φϕ · ϕk) = Φk−11ΦϕΦϕk = Φϕ(Φk−11 · Φϕk) = ΦϕΦkϕ = Φk+1ϕ.

Теперь предположим, что k отрицательно. Тогда Φϕ 6= 0 и, кроме того, Φ1 6= 0.
В противном случае, имеем Φϕ = 0, что противоречит условию предложения для
отрицательных значений k. Перепишем равенство (13) в виде

Φ−k+11 = Φ−kϕΦϕk, (15)

затем в (15) заменим k на −k, где k считаем натуральным. Будем доказывать
равенство

Φk+11 = ΦkϕΦϕ−k (16)

индукцией по k. Пусть k = 1. Тогда

Φ21 = Φ1Φϕ · ϕ−1 = ΦϕΦϕ−1.

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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Считая (16) доказанным для k, рассмотрим случай k + 1.

Φk+11 = Φ1Φk+11 = Φ1(ΦkϕΦϕ−k) = Φkϕ(Φ1Φϕ−k) =

= Φkϕ(Φ1Φϕ · ϕ−k−1) = Φkϕ(ΦϕΦϕ−k−1) = Φk+1ϕΦϕ−k−1.

Теперь докажем равенство (14). Имеем

Φ1Φϕ2 = Φ2ϕ = |Φ2ϕ| = |Φϕ|2 6 Φ2|ϕ| = Φ|ϕ|2Φ1 = Φϕ2Φ1.

Значит, |Φϕ|2 = Φ2|ϕ| или |Φϕ| = Φ|ϕ|.

Следствие 1. Если имеет место равенство (11), то

Φ1Φ|ϕ|g = Φ|ϕ|Φg ∀g ∈ V, (17)

Φk−11Φ|ϕ|k = Φk|ϕ|, k ∈ Z. (18)

Доказательство. Применяя (14), запишем равенство (11) в виде

Φ1Φ|ϕ|2 = Φ1Φϕ2 = Φ2ϕ = |Φϕ|2 = Φ2|ϕ|,

откуда согласно (12), (13) следуют равенства (17) и (18).

Замечание 2. Если Φ1 = 1, то из условия Φϕ2 = Φ2ϕ будут следовать равенства

Φϕg = ΦϕΦg, Φ|ϕ|g = Φ|ϕ|Φg ∀g ∈ V,

Φϕk = Φkϕ, Φ|ϕ|k = Φk|ϕ|, k ∈ Z. (19)

Приведём второй способ доказательства первого равенства в (19), также исполь-
зующий метод математической индукции. Для функций 1, ϕ, ϕ2 составим опреде-
литель Грама D(1, ϕ, ϕ2). Таким образом,

D(1, ϕ, ϕ2) =

∣∣∣∣∣∣
Φ1 Φϕ Φϕ2

Φϕ Φϕ2 Φϕ3

Φϕ2 Φϕ3 Φϕ4

∣∣∣∣∣∣ .
С учётом равенств Φ1 = 1 и Φϕ2 = Φ2ϕ получаем

D(1, ϕ, ϕ2) =

∣∣∣∣∣∣
1 Φϕ Φ2ϕ
0 0 Φϕ3 − Φ3ϕ
0 Φϕ3 − Φ3ϕ Φϕ4 − Φ4ϕ

∣∣∣∣∣∣ = −(Φϕ3 − Φ3ϕ)2 > 0.

Следовательно, Φϕ3 = Φ3ϕ.
Предположим, что Φϕk = Φkϕ. Для функций 1, ϕ, ϕk составим определитель

D(1, ϕ, ϕk) и вычислим его.

D(1, ϕ, ϕk) =

∣∣∣∣∣∣
Φ1 Φϕ Φϕk

Φϕ Φϕ2 Φϕk+1

Φϕk Φϕk+1 Φϕ2k

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
Φ1 Φϕ Φkϕ
Φϕ Φ2ϕ Φϕk+1

Φkϕ Φϕk+1 Φϕ2k

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
1 Φϕ Φkϕ
0 0 Φϕk+1 − Φk+1ϕ
0 Φϕk+1 − Φk+1ϕ Φϕ2k − Φ2kϕ

∣∣∣∣∣∣ = −(Φϕk+1 − Φk+1ϕ)2 > 0.
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Значит, Φϕk+1 = Φk+1ϕ.
В случае отрицательных значений k производим замену k на −k, где k нату-

рально. Определитель Грама составляем для функций ϕk, 1, ϕ−k. Имеем

D(ϕk, 1, ϕ−k) =

∣∣∣∣∣∣
Φϕ2k Φϕk Φ1
Φϕk Φ1 Φϕ−k

Φ1 Φϕ−k Φϕ−2k

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
Φ2kϕ Φkϕ 1
Φkϕ 1 Φϕ−k

1 Φϕ−k Φϕ−2k

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
Φ2kϕ Φkϕ 1

0 0 Φϕ−k − Φ−kϕ
0 Φϕ−k − Φ−kϕ Φϕ−2k − Φ−2kϕ

∣∣∣∣∣∣ = −Φ2kϕ(Φϕ−k − Φ−kϕ)2 > 0.

Следовательно, Φϕ−k = Φ−kϕ для любого k из N.

4. Центральные моменты
Используя обобщённые неравенства Коши — Буняковского (7) и (8), установим

неравенства для центральных моментов линейных положительных операторов.
Пусть L — линейный положительный оператор, заданный на пространстве огра-

ниченных функций M [0, 1]. Как известно, центральным моментом порядка k для
оператора L называется функция Sk(L, x) = L

(
(t − x)k, x

)
, x ∈ [0, 1]. Пусть x —

фиксированная точка из сегмента [0, 1]. Рассмотрим функционал Φ, определяемый
равенством

Φϕ = L(ϕ, x), ϕ ∈M [0, 1].

Очевидно, что Φ является линейным положительным функционалом. Следователь-
но, для него выполняются все вышеприведённые утверждения. Например, в случае
ϕ(t) = t− x предложение 2 переформулируется следующим образом.

Предложение 2 ′. Пусть S0(L, x)S2(L, x) = S2
1(L, x). Тогда

S0(L, x)L
(
(t− x)g(t), x

)
= S1(L, x)L(g, x) ∀g ∈M [0, 1],

Sk−1
0 (L, x)Sk(L, x) = Sk1 (L, x), k ∈ N,

|S1(L, x)| = S∗1(L, x),

где Sk(L, x) = L
(
(t− x)k, x

)
, S∗1(L, x) = L

(
|t− x|, x

)
.

Далее, из (7) и (8) вытекают неравенства

(S2mS2l − S2
m+l)(S2mS2k − S2

m+k) > (S2mSl+k − Sm+lSm+k)
2, (20)(

S2mS2l − (S∗m+l)
2
)(
S2mS2k − (S∗m+k)

2
)
> (S2mS

∗
l+k − S∗m+lS

∗
m+k)

2,[
(S2m − S2

m)(S2l − S2
l )− (Sm+l − SmSl)2

]
×

×
[
(S2m − S2

m)(S2k − S2
k)− (Sm+k − SmSk)2

]
> (21)

>
[
(S2m − S2

m)(Sl+k − SlSk)− (Sm+l − SmSl)2
]2
.

В (21) предполагаем, что S0(L, x) = 1. Для удобства записи символы L и x опускаем.
Частным случаем неравенства (20) при m = 0 и S0(L, x) = 1 является неравен-

ство
(S2l − S2

l )(S2k − S2
k) > (Sl+k − SlSk)2. (22)

При l = 2, k = 1, S1(L, x) = 0, S2(L, x) 6= 0 из (22) следует неравенство

S4 − S2
2 >

S2
3

S2

,

которое уточняет неравенство S4 > S2
2 , полученное из (1).
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GENERALIZED CAUCHY — BUNYAKOVSKII INEQUALITIES
FOR LINEAR POSITIVE FUNCTIONALS
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The method is indicated which can be used to obtain a sequence of inequalities
that generalize the well-known Cauchy — Bunyakovskii inequality for linear positive
functionals. Two inequalities of this sequence are given, and statements that are
consequences of the first of them are proved also.
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