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ВВЕДЕНИЕ 

  

Математическая статистика – раздел математики, 

изучающий методы сбора, систематизации и обработки 

результатов массовых случайных наблюдений с целью вы-

явления статистических закономерностей. 

Математическая статистика опирается на теорию ве-

роятностей. Если теория вероятностей изучает закономер-

ности случайных явлений на основе абстрактного описа-

ния действительности, то математическая статистика опе-

рирует непосредственно результатами наблюдений над слу-

чайными явлениями, представляющими выборку из неко-

торой конечной или гипотетической бесконечной гене-

ральной совокупности. 

Область применения математической статистики очень 

обширна, выделим несколько основных направлений ее 

методов: 

1) теория выборок, посвященная методам формиро-

вания выборок из генеральной совокупности эксперимен-

тальных данных; 

2) теория оценок, определяющая методы и способы 

оценки неизвестных параметров распределений совокуп-

ности или решения задачи предсказания, исходя из полу-

ченных экспериментальных данных; 

3) проверка статистических гипотез, используемая, 

если нужно решить какое-то из предположений о распре-

делении анализируемых данных более правдоподобно; 

4)  корреляционно-регрессионный анализ, задачами ко-

торого являются выявление зависимостей и подбор мате-

матических формул, наилучшим образам описывающих 

статистические данные; 
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5) дисперсионный анализ, позволяющий оценить раз-

брос экспериментальных данных и сопоставить его с кон-

кретной ситуацией, к которой относятся данные. 

Статистические программные пакеты сделали эти 

методы более доступными и наглядными, так как трудо-

емкую работу по расчету различных статистик, парамет-

ров, характеристик, построению таблиц и графиков в ос-

новном стал выполнять компьютер. Среди множества ис-

пользуемых для этих целей пакетов прикладных программ 

выделим универсальные и специализированные статистиче-

ские пакеты: STADIA, STATISTIKA, SPSS, STATISTIK VIEW, 

Эвриста, Статистик-консультант, Олимп и др. Но, чтобы 

использовать эти программы, несомненно, необходимо 

знать основные идеи и методы математической статисти-

ки, условия их применения. 

Настоящее учебно-практическое пособие призвано по-

мочь студентам в изучении математической статистики, для 

решения практических задач математической статистики.   

Важным достоинством данного пособия является то, 

что в нем по каждой рассматриваемой теме из математи-

ческой статистики приводится краткая теоретическая 

справка (в виде методических рекомендаций), рассматри-

вается решение типовых задач, а затем предлагаются зада-

ния (20–30 вариантов) для самостоятельной работы сту-

дентов (в виде лабораторно-практических работ). Приве-

денные задания могут быть использованы как для проме-

жуточного контроля знаний, так и в качестве практиче-

ских заданий на экзамене.  

Пособие предназначено для студентов-бакалавров по 

направлению подготовки – педагогическое образование. 
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ЛАБОРАТОРНО-ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА 1 

ВАРИАЦИОННЫЕ РЯДЫ И ИХ ХАРАКТЕРИСТИКИ. 

ЭМПИРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

 

Цель работы: освоение приемов первичной обра-

ботки статистических данных. Вычисление выборочных 

характеристик. Определение эмпирической функции рас-

пределения и построение ее графика. 

 

1.1. Теоретические вопросы 

1. Определение математической статистики. 

2. Основные задачи математической статистики. 

3. Генеральная и выборочная совокупность. Выбо-

рочный метод. 

4. Выборочный ряд распределения (дискретный и ин-

тервальный). 

5. Геометрическое изображение статистических ря-

дов. Полигон частот (полигон относительных частот). Ги-

стограмма частот (гистограмма относительных частот). 

6. Эмпирическая функция распределения и ее свой-

ства. Аналитическое и графическое представление эмпи-

рической функции распределения. 

7. Выборочные характеристики и методика их расчета. 

 

1.2. Методические рекомендации 

Чтобы произвести первичную обработку данных, 

необходимо: 

а) произвести группировку данных; 

б) изобразить полученный ряд графически; 

в) найти выборочные характеристики. 



8 

Группировку статистического материала начина-

ют с определения типа группировки. Чтобы определить 

тип группировки, полезно придерживаться следующего 

алгоритма: 

1. Определить число k различных вариант в выборке. 

2. Определить тип случайной величины Х; если Х 

дискретно, и k   10, то шаг 3, иначе – шаг 4. 

3. Сгруппировать данные в дискретный ряд. 

4. Найти наибольшую хmax и наименьшую xmin вари-

анты. 

5. Вычислить ширину х  интервала группировки 

по формуле: 

х  = 
c

xx minmax  ,  

где с – количество интервалов (с = 1+ 3,322lgn). 

6. Сгруппировать данные в интервальный ряд, взяв 

в качестве левой границы первого интервала величину: 

2
min0

x
xa


  

Статистическим распределением выборки (дискрет-

ным вариационным рядом) называется ранжированная 

совокупность вариант хi с соответствующими им частота-

ми или относительными частотами. 

Статистическим распределением выборки (интер-

вальным вариационным рядом) называется упорядочен-

ная последовательность интервалов варьирования случай-

ной величины с соответствующими частотами или относи-

тельными частотами попаданий в каждый из них значений 

случайной величины (в качестве частоты интервала при-

нимают сумму частот вариант, попавших в этот интервал). 
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В качестве геометрической интерпретации ряда 

используют полигон частот (относительных частот) для 

дискретного ряда и гистограмму частот (относительных 

частот) для интервального ряда.      

Ломаная, соединяющая точки (xi, mi) (или (xi, i )) от-

резками прямых, называется полигоном частот (или по-

лигоном относительных частот) или многоугольником 

распределения. 

Гистограммой частот (гистограммой относитель-

ных частот) называют ступенчатую фигуру, состоящую из 

прямоугольников, построенных на интервалах с шириной 

x и высотой 
x

m
h i

i


  (
x

h i
i





). 

Для вычисления выборочных характеристик, по сгруп-

пированным данным, используются следующие формулы: 

 Начальный выборочный момент порядка j: 

*

1

1 n
j

j i i

i

m x m
n 

 
. 

 при j = 1,   
*

1 вm x
 – выборочное среднее: 

1 1

1 1

.. 1 k k
k k

в i i i i

i i

x m x m
x x m x

n n


 

 
   

; 

 при j = 2,  ii mx
n

xm  22*

2

1
. 

 Центральный выборочный момент порядка j:  

*

1

1
( )

n
j

j i в i

i

x x m
n




 
; 
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 если j = 2,  
*

2 вD 
 _ выборочная дисперсия: 

2

1

1
( )

n

в i в i

i

D x x m
n 

 
 

или  22 )(xxDв  . 

 Выборочное среднее квадратическое отклонение: 

вв D . 

 «Исправленная» дисперсия: S2 = 
вD

n

n

1
 .     

 «Исправленное» среднее квадратическое откло-

нение:  2SS  .     

 Коэффициент вариации V:  %100
в

в

х
V


. 

 Для дискретного ряда – мода выборки M0 – вари-

анта, имеющая максимальную частоту.   

 Для интервального ряда – мода выборки M0:   

)()( 11

1










iii

ii
оо

mmmm

mm
kхМ

i

 

где хо – начало модального интервала, т.е. интервала, 

имеющего   максимальную частоту,   

k – длина модального интервала,  

mi – частота модального интервала, 

mi-1 и mi+1 – частоты соответственно предшествующего и 

последующего за модальным интервалов. 

 Для дискретного ряда – медиана выборки me: 

 если число вариант нечетное 1e km x 
 _ значение 

серединного элемента;  
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 если число вариант четное, то 

1

2

k k
e

x x
m 


 _ сред-

нее арифметическое двух серединных элементов. 

 Для интервального ряда – медиана выборки me: 

i

i
ое

m

Tn
kхm 12/ 

 , 

где хо – начало медианного интервала, т.е. интервала, в ко-

тором содержится серединный элемент,  

      k – длина медианного интервала,   

      n – объем выборки,  

     Ti-1 – cумма частот интервалов, предшествующих меди-

анному, 

      mi – частота медианного интервала. 

 

Эмпирической функцией распределения (функцией 

распределения выборки) называют функцию F*(x), опреде-

ляющую для каждого значения х относительную частоту 

события X < x:   

F*(x) = )( xХ  = 
n

mx ,    или      )(* xF  =  
n

mнак

iнак

i  , 

где mx – число вариант меньших х; п – объем выборки. 

Эмпирическая (выборочная) функция распределе-

ния F*(x) случайной величины Х является приближением 

теоретической функции распределения F(x). 

 

Свойства эмпирической функции распределения 

1. 0 *( ) 1F x  . 

2. 1 2 2 1( ) *( ) *( )P x X x F x F x   
. 
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3. F*(x) есть неубывающая функция на всей число-

вой оси, т.е. 1 2*( ) *( )F x F x
 при 1 2x x

. 

4. Если x1 – наименьшая варианта, то *( ) 0F x   при 

х 1x .  Иначе – *( ) 0F   . 

Если хk – наибольшая варианта, то *( ) 1F x   при 

kxx  . Иначе – *( ) 1F   . 

График эмпирической функции F*(x) распределения 

дискретной случайной величины – кусочно-постоянная функ-

ция. Она имеет скачки в точках, которые соответствуют 

имеющимся вариантам. Ее аналитический вид: 

0,

*( ) ,

1

xm
F x

n





 

 при 

1

1 2

2

x x

x x x

x x



 


. 

 График эмпирической функции F*(x) распределения 

непрерывной случайной величины строят иначе. В этом случае в 

качестве представителя интервала берется его середина, или 

правый конец интервала. Объединяя отрезками точки, ко-

ординатами которых являются середины (правые концы) 

интервалов и накопленные относительные частоты соответ-

ствующих интервалов, получаем ломаную линию, являю-

щуюся хорошим приближением графика эмпирической функ-

ции распределения непрерывной случайной величины. Аналити-

ческий вид этой функции довольно сложен. 
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1.3. Решение типовых задач 

Задача 1. Регистрация размеров, продаваемой в ма-

газинах мужской обуви, дала следующие данные о 79 по-

купках: 

39 40 38 43 41 42 40 38 41 42 

36 43 41 42 38 41 40 42 41 42 

42 40 40 39 41 39 38 40 41 41 

37 40 42 43 42 38 40 40 41 41 

43 41 40 43 41 42 42 39 43 41 

41 40 42 39 41 41 42 42 40 40 

41 39 40 40 39 42 40 43 41 41 

43 42 42 39 42 41 42 40 41  

 

1. Провести статистическую обработку данных: 

a) составить вариационный ряд; 

b) определить 
,i im 

; 

c) составить выборочный ряд распределения. 

2. Изобразить полученный ряд графически. 

3. Вычислить выборочные характеристики. 

4. Найти эмпирическую функцию по распределению вы-

борки и изобразить ее графически. 

 

Решение: Проведем первичную статистическую обра-

ботку данных: 

1. Группировка данных 

Случайная величина Х – размер мужской обуви, 

дискретная. Полученные данные представляют собой вы-

борку из n = 79 наблюдений. 

Вначале составим ранжированный ряд:  
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36, 37, 38, 38, 38, 38, 38, 39, …, 39, 40, …, 40, 41, …, 41, 42, …, 

42, 43, ..., 43. 

Получено восемь различных значений случайной 

величины (восемь вариант xi) – 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43 – 

вариационный ряд. 

Подсчитаем частоту mi значений варианты и соот-

ветствующую относительную частоту  

i
i

m

n
 

: 

x1 = 36  m1 = 1  ω1 = 1/79;    

x2 = 37  m2 = 1  ω2 = 1/79;  

x3 = 38 m3 = 5 ω3 = 5/79;  

x4 = 39  m4 = 8  ω4 = 8/79;  

x5 = 40  m5 = 17 ω5 = 17/79;    

x6 = 41  m6 = 21  ω6 = 21/79;    

x7 = 42  m7 = 18 ω7 = 18/79;    

x8 = 43  m8 = 8  ω8 = 8/79. 

 

Статистическое распределение выборки (дискрет-

ный вариационный ряд): 

 36 37 38 39 40 41 42 43 

 1 1 5 8 17 21 18 8 

i
 

1/79 1/79 5/79 8/79 17/79 21/79 18/79 8/79 

 

2. Графическое представление ряда 

Построим полигон частот.  По оси х откладывают 

варианты xi, а по оси у – соответствующие им частоты mi. 
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Рис. 1. Полигон частот 

 

 

 

 
Рис. 2. Полигон относительных частот 

 

3. Вычисление выборочных характеристик 

Вычисление выборочных характеристик удобно ве-

сти с помощью расчетной таблицы: 
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Расчетная таблица 

xi  mi xi mi   xi
2  xi

2 mi   i вx x
  
( )i в ix x m

  
2( )i вx x

  
2( )i в ix x m

 

36 1 36 1296 1296 –4,71 –4,71 22,17 22,17 

37 1 37 1369 1369 –3,71 –3,71 13,76 13,76 

38 5 190 1444 7220 –2,71 –13,54 7,34 36,69 

39 8 312 1521 12168 –1,71 –13,67 2,92 23,36 

40 17 680 1600 27200 –0,71 –12,05 0,50 8,54 

41 21 861 1681 35301 0,29 6,11 0,08 1,78 

42 18 756 1764 31752 1,29 23,24 1,67 30,01 

43 8 344 1849 14792 2,29 18,33 5,25 41,99 

∑ 79 3216 12524 131098 –9,67 0,00 53,69 178,30 

 

. 

*

1
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1 k

i i в
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m x m x
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*
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1
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j i в i
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x x m
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. 
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1

1

1
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* 2
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2

1
178,30 2,26
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вD   

 
или     

2 2 2131098
( ) (40.71) 2.26

79
вD x x    

 

      

2 79
2.26 2.29

1 78
в

n
S D

n
   

                      

 

                  0 41M 
                                             

39 40
39.5

2
em


 

 

100%в

в

V
x


 

, 

2.26
3.69

40.71
V  

. 

 

1. Эмпирическая функция распределения 

Для нахождения аналитического выражения эмпи-

рической функции *( )F x  и построения ее графика со-

ставим таблицу: 
xi 36 37 38 39 40 41 42 43  
нак

im

 
0 1 2 7 15 32 53 71 79 

нак

i

 
0 1/79 2/79 7/79 15/79 32/79 53/79 71/79 1 
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где нак

i – относительная накопленная частота. 

нак

im – накопленная частота. 

Накопленные частоты получают путем последова-

тельного суммирования частот, начиная с первой. 

Эмпирическая функция *( )F x распределения дис-

кретной случайной величины: 

 
 

График эмпирической функции *( )F x распределе-

ния дискретной случайной величины (рис. 3): 
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Рис. 3. График эмпирической функции *( )F x распределения 

 дискретной случайной величины 

 

Задача 2. При измерении роста 56 новобранцев по-

лучены следующие данные: 

 

*(x) 

0 36 3

7

 

3

8

 

3

9

 

4

0

 

4

1

 

4

2

 

4

3

 

4

4

 

 

 

 

 

 

 

 

1 

xi 
 36  
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188     170    76     178    76     180   76     185   184 174    68     174     189    172     

175  167     179  176 169 178     169     171    170     179    176     179  174 176 

 188     178    172     176    167  166     180  183 176  182     178    172  185     183 

 175     174  180 166    169    171     178  169     170  179     171 178  173     177 

     

1. Провести статистическую обработку данных: 

a) составить вариационный ряд; 

b) определить 
,i im 

; 

c) составить выборочный ряд распределения. 

2. Изобразить полученный ряд графически. 

3. Вычислить выборочные характеристики. 

4. Найти эмпирическую функцию по распределению вы-

борки и изобразить ее графически. 

 

Решение: Проведем первичную статистическую обра-

ботку данных: 

 

2. Группировка данных 

Случайная величина Х – рост новобранца, непре-

рывная величина. Сгруппируем данные в непрерывный ряд. 

Найдем наибольшую хmax = 189 см и наименьшую 

xmin = 166 см варианты. 

Вычислим ширину х  интервала группировки по 

формуле: 

х  = 
c

xx minmax   = 4
56lg32,31

166189





см,  

где с – количество интервалов (с = 1+ 3,322lgn). 

Сгруппируем данные в интервальный ряд, взяв в 

качестве левой границы первого интервала величину: 
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.164
2

4
166

2
min0 cм

x
xa 


  . 

Проведем разноску вариант по интервалам с помо-

щью следующей таблицы: 

№ Интервалы Середины 

интервалов 

Разноска  

вариант 

Частоты 

1 [164;168] 166 |||| | 5 

2 [168;172] 170 | | | | |   | | | 

| |   | | | 

13 

3 [172;176] 174 | | | | |   | | | 

| |  | | | | |  | 

16 

4 [176;180] 175 | | | | |   | | | 

| |   | | |  

13 

5 [180;184] 182 | | | |  4 

6 [184;188] 186 | | | | 4 

7 [188;192] 190 |  1 

 

Итак, получаем интервальный ряд следующего вида: 

№ Интерва-

лы 

Середины 

интерва-

лов 

xi 

Часто-

ты 

mi 

Относитель-

ные частоты 

wi 

Высота 

hi 

1 [164;168] 166 5 0,09 1,25 

2 [168;172] 170 13 0,23 3,25 

3 [172;176] 174 16 0,29 4,00 

4 [176;180] 175 13 0,23 3,25 

5 [180;184] 182 4 0,07 1,00 

6 [184;188] 186 4 0,07 1,00 

7 [188;192] 190 1 0,02 0,25 

 Всего  56 1  
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3. Графическое представление ряда 

В качестве геометрической интерпретации ряда ис-

пользуют гистограмму частот (относительных частот) для 

интервального ряда. 

 

0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

3,5

4

4,5

 

Рис. 4. Гистограмма частот 

 

4. Вычисление выборочных характеристик 

Вычисление выборочных характеристик удобно ве-

сти с помощью расчетной таблицы: 

Расчетная таблица 
№ Интерва-

лы xi mi xi mi xi2 mi i вx x
 
( )i в ix x m

 

2( )i в ix x m
 

1 [164;168] 166 5 830 137780 –9 –45 405 

2 [168;172] 170 13 2210 375700 –5 –65 325 

3 [172;176] 174 16 2784 484416 –1 –16 16 

4 [176;180] 178 13 2314 411892 3 39 117 

5 [180;184] 182 4 728 132496 7 28 196 

6 [184;188] 186 4 744 138384 11 44 484 

7 [188;192] 190 1 190 36100 15 15 225 

Итого  56 9800 1716768  0 1768 

 

hi 

 

16

4 
16

8 

17

2 

17

6 

18

0 

18

4 

18

8 

19

2 
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, 

*1716768=30656,57 

 

*0  =  0,            

 

         

 

 ,    

                    

 
Me  = 178,      M0  = 174 

V  = b

b

x



 100% =   𝜎в  𝒙в∗100%=5,62/175*100%  = 

3,21% 

 

5. Эмпирическая функция распределения 

Для построения графика эмпирической функции 

*( )F x  составим таблицу: 
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xi ∞<x<164 168 172 176 180 184 188 192 x 

>192 

 i
нак 0 0,16 0,32 0,46 0,78 0,85 0,94 0,99 1 

 

График эмпирической функции *( )F x распределения 

непрерывной случайной величины представлен на рис. 6: 

 

0,16

0,32

0,46

0,78

0,85

0,94
0,99 1

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

Рис. 6. График эмпирической функции *( )F x распределения  

непрерывной случайной величины 

 

 

1.4. Задания к лабораторно-практической работе 

Во всех указанных ниже вариантах заданий требуется: 

1. Провести статистическую обработку данных: 

168 172 176 180 184 188 164 

нак

i  

192 
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a) составить вариационный ряд; 

b) определить 
,i im 

; 

c) составить выборочный ряд распределения. 

2. Изобразить полученный ряд графически. 

3. Вычислить выборочные характеристики. 

4. Найти эмпирическую функцию по распределе-

нию выборки и изобразить ее графически. 

 

Вариант 1 

Анализируются объемы ежедневных продаж неко-

торого товара за 50 дней. Получены следующие данные:  

20 15 15 10 11 15 11 11 20 

22 20 15 11 12 14 9 22 15 

14 12 11 12 25 22 20 14 20 

25 22 20 5 14 12 1 9 9 

15 14 22 25 15 22 20 20 11 
 

 

Вариант 2 

Анализируется продолжительность телефонных 

разговоров с клиентами некоторой справочной телефон-

ной службы. Случайным образом отобраны 60 телефон-

ных разговоров и зафиксирована их длительность (в се-

кундах): 

39,   60,   40,   52,   32,   68,   77,   61,    68,   60,   47,   49,   70,   55,   

66,   80,   35,   67,   70,   55,   42,   52,   60,   82,   70,   55,   47,   39,   

50,   58,   45,   50,   53,   33,   49,   54,   55,   70,   62,   60,   60,   40,   

59,   64,   70,   55,   54,    35,   48,   52,   57,   55,   82,   70,   51,   35,   

49,   60,   55,   47. 
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Вариант 3 

В случайном порядке отобрано 50 личных карточек 

студентов и выписаны их экзаменационные оценки по ма-

тематике: 

3 3 3 4 4 3 2 4 5 4 

2 5 2 5 4 2 3 3 3 3 

3 3 3 4 3 4 3 3 5 3 

5 3 2 2 3 4 4 4 3 4 

4 3 4 5 3 3 2 4 5 2 

 

Вариант 4 

Получены сведения от 50 случайно отобранных сту-

дентов о затратах времени (в часах) на самостоятельную 

работу в течение недели: 

5,0 5,5 4,0 4,8 6,0 10,0 6,0 15,0 2,0 0,0 1,0 10,5 2,2 

4,0 7,0 6,0 3,8 9,0 3,5 1,2 5,0 6,5 4,2 1,0 0,5 11,0 

3,0 8,0 3,5 4,5 12,0 10,0 5,5 6,0 7,5 8,5 8,5 18,0 6,0 

8,0 9,0 4,5 6,0 8,5 1,5 5,0 14,0 10,0 4,0    

 

Вариант 5 

В супермаркете проводились наблюдения над числом 

Х покупателей, обратившихся в кассу за один час. Наблюде-

ния в течение 30 часов дали следующие результаты: 

70, 75, 100, 120, 75, 60, 100, 120, 70, 60, 65, 100, 65, 100, 70, 75, 

60, 100, 100, 120, 70, 75, 70, 120, 65, 70,75, 70, 100, 100. 

 

Вариант 6 
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Измерялось время выполнения определенной опе-

рации. Наблюдения проводились за 50 операторами и бы-

ли получены следующие результаты (в секундах): 

38 60 41 51 33 42 45 21 53 60 

68 52 47 46 49 49 41 57 54 59 

77 47 28 48 58 32 42 58 61 30 

61 35 47 72 41 45 44 55 30 40 

67 65 39 48 43 60 54 42 59 50 

 

Вариант 7 

Выкопано 50 кустов картофеля и сосчитано количе-

ство клубней в каждом кусте. Получены следующие ре-

зультаты: 

7 11 10 9 12 9 7 11 10 12 

3 5 6 7 9 6 3 5 6 10 

7 9 8 9 8 9 7 8 10 8 

9 8 7 8 5 7 9 9 7 7 

4 4 10 10 7 8 4 5 8 10 

 

Вариант 8 

Изучается время безотказной работы устройств опре-

деленного типа. С этой целью произведена случайная выбор-

ка объёма 50, которая дала следующее результаты (в часах): 

13,4 14,7 14,7 15,2 13,0 8,8 14,0 17,9 15,1 16,5 

14,2 16,3 14,6 11,7 16,4 15,1 17,6 14,1 18,8 11,6 

18,0 12,4 17,2 14,5 16,3 13,7 15,5 16,2 8,4 14,7 

11,3 10,7 16,9 15,8 16,1 12,3 14,0 17,7 14,7 16,2 

10,1 15,8 18,3 17,5 12,7 20,7 13,5 14,0 15,7 21,9 
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Вариант 9 

 Наблюдается число выигрышей в мгновенной ло-

терее. В результате наблюдения получены следующие 

значения выигрышей (тыс. руб.): 

0, 1, 0, 0, 5, 0, 10, 0, 1, 0, 0, 1, 5, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 5, 0, 5, 

0, 0, 1, 1, 1, 5, 10, 0, 1, 1, 0, 5, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 5, 0, 0, 0, 0, 1, 0. 

  

Вариант 10 

Измерена техническая длина стебля (в см) у 50 рас-

тений льна и получены следующие результаты: 

90,1 76,2 79,9 45,4 70,7 79,1 98,2 92,1 89,4 85,4 

109,9 82,2 81,4 59,1 68,5 67,0 77,0 76,1 91,5 93,1 

99,1 80,0 84,0 60,1 80,7 100,4 78,0 88,1 75,7 79,0 

115,2 69,4 83,3 78,2 84,4 72,4 83,9 94,1 78,5 93,0 

68,0 74,4 81,7 97,0 77,0 69,0 81,3 82,0 84,4 81,4 

 

Вариант 11 

Взвешены 50 клубней картофеля, случайно ото-

бранных, и получены следующие результаты (в граммах):  

93 159 253 152 80 96 156 188 208 200 

77 180 144 206 191 180 140 213 53 81 

48 220 216 200 117 118 145 181 77 120 

135 135 185 145 110 134 138 251 188 131 

109 111 150 150 197 206 113 109 142 120 

 

Вариант 12 

Анализируется продолжительность телефонных разго-

воров с клиентами некоторой справочной телефонной служ-

бы. Случайным образом отобраны 50 телефонных разговоров 

и зафиксированы их длительность (в секундах): 

60 40 59 64 70 55 54 35 48 52 
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57 55 82 70 51 35 49 60 55 39 

60 52 32 68 77 61 68 60 47 49 

70 55 66 80 35 67 60 82 70 55 

47 58 45 50 33 49 54 55 70 62 

Вариант 13 

Среднемесячная заработанная плата случайно вы-

бранных 50 работников предприятия за истекший год со-

ставила (ден. ед.): 

218 220 170 276 162 204 144 102 144 185 

205 199 250 158 192 253 155 189 169 175 

130 180 276 110 122 138 201 170 171 185 

188 191 184 101 143 150 157 102 266 182 

190 177 180 197 125 280 280 160 168 115 

 

Вариант 14 

При измерении роста 50 новобранцев получены 

следующие данные (в см): 

177 173 171 179 170 185 182 175 166 170 

178 172 182 176 182 180 164 167 172 177 

180 176 174 176 175 174 170 171 165 178 

168 175 179 164 170 172 182 174 165 175 

183 185 176 180 174 177 176 170 180 172 

 

Вариант 15 

На 50 одинаковых по площади участках, случайно 

выбранных на большом массиве гречихи, определена сле-

дующая урожайность (в ц/га): 

4,3 5,1 6,8 4,1 8,3 7,1 10,5 12,1 7,5 19,2 

6,9 8,5 6,8 7,1 8,3 9,2 6,9 7,1 8,3 7,9 
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7,7 8,4 8,8 6,9 9,3 12,3 8,4 7,9 7,6 8,1 

9,2 7,3 7,1 7,5 8,1  8,6 9,9 9,4 8,5 8,4 

8,7 7,1 7,9 7,1 7,5 13,2 14,3 12,1 11,5 12,4 

 

Вариант 16 

На 50 одинаковых по площади участках определена 

урожайность яровой пшеницы (в ц/га): 

13,9 11,6 15,1 10,7 14,0 11,7 11,2 10,9 15,0 11,3 

12,4 10,5 11,7 8,2 12,5 10,6 15,0 10,6 11,6 15,1 

13,1 10,4 11,3 10,2 13,2 10,5 11,6 8,1 10,5 11,7 

6,3 10,6 10,2 15,1 6,4 10,5 11,2 9,5 10,4 11,3 

 11,8 11,3 11,0 9,6 11,9 10,7 10,1 10,1 10,6 10,2 

 

Вариант 17 

В ходе проведения эксперимента получен следую-

щий набор данных: 

32, 26, 16, 44, 28, 40, 30, 31, 17, 30, 37, 32, 42, 31, 36, 49,35, 21, 

25, 40, 27, 25, 33, 34, 27, 43, 19, 23, 36, 48, 31, 35, 43, 32, 26, 35, 

33, 45, 19, 22, 28, 49, 23, 32, 33, 27, 43, 35, 23, 44. 

 

Вариант 18 

В городе А для определения сроков гарантийного 

обслуживания проведено исследование величины средне-

го пробега автомобилей, находящихся в эксплуатации в 

течение двух лет с момента продажи автомобиля магази-

ном. Получен следующий результат (тыс.км): 

3,0 25,0 18,6 12,1 10,6 18,0 17,3 29,1 20,0 18,3 

21,5 26,7 12,2 14,4 7,3 9,1 2,9 5,4 40,1 18,8 

11,2 9,9 25,3 4,2 29,6      
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Вариант 19 

В таблице приведена выборка результатов измере-

ния роста 105 юношей. Измерения проводились с точно-

стью до 1 см. 

155 170 185 180 188 152 173 178 178 168 185 

173 170 183 175 173 170 183 175 180 175 193 

178 183 180 197 178 181 187 168 174 179 184 

183 178 189 178 163 166 178 175 182 190 167 

170 178 183 170 178 181 173 168 185 175 170 

155 169 186 179 189 155 174 179 179 169 186 

174 171 184 175 193 178 184 180 196 175 181 

188 168 179 178 183 184 178 181 177 163 166 

178 175 183 190 167 170 178 183 170 178 182 

173 168 186 176 171 188      

 

Вариант 20 

Наблюдается число выигрышей в мгновенной лоте-

рее. В результате наблюдения получены следующие зна-

чения выигрышей (тыс. руб.): 

0 0 0 1 0 5 0 10 0 0 

0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 

5 0 5 0 1 1 10 1 5 1 

1 0 0 0 5 1 0 1 1 0 

0 5 0 0 0 0 1 0 10 1 
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ЛАБОРАТОРНО-ПРАКТИЧЕСКАЯ  РАБОТА 2 

СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОЦЕНИВАНИЕ. 

МЕТОДЫ ТОЧЕЧНОГО ОЦЕНИВАНИЯ 

 

Цель работы: изучить основные методы получения 

точечных оценок: метод моментов Пирсона; метод наи-

большего правдоподобия. 

 

2.1 Теоретические вопросы 

1. Основные принципы точечного оценивания. 

2. Метод моментов Пирсона. 

3. Метод наибольшего правдоподобия. 

 

2.2 Методические рекомендации 

Оценки параметров генеральной совокупности, полу-

ченные на основе выборки, называются статистическими. 

Если статистическая оценка характеризуется одним числом, 

то она называется точечной. К числу таких оценок относятся 

выборочная средняя и выборочная дисперсии. 

Выборочная средняя является оценкой математиче-

ского ожидания случайной величины и представляет со-

бой несмещенную оценку.  Выборочная дисперсия оценивает 

дисперсию генеральной совокупности и является смещен-

ной оценкой.  «Исправленная» выборочная дисперсия явля-

ется несмещенной оценкой. 

При заданном виде закона распределения случайной 

величины Х неизвестные параметры этого распределения 

можно оценить методом моментов. Этот метод состоит в 

том, что приравниваются соответствующие теоретические 
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и эмпирические моменты, и из полученных уравнений 

находятся оценки параметров. 

В случае одного параметра в теоретическом распре-

делении для его оценки достаточно составить одно урав-

нение, приравняв начальный теоретический момент пер-

вого порядка 1  к начальному эмпирическому моменту 

первого порядка М1, т.е. 1  = М1. Так как  1  = М(Х) – мате-

матическое ожидание случайной величины Х, а эмпири-

ческий момент первого порядка М1 = вx , то получаем 

уравнение: М(Х) = вx . 

Для оценки двух параметров закона распределения 

необходимо составить два уравнения относительно этих па-

раметров. Приравниваем начальный теоретический момент 

первого порядка к начальному эмпирическому моменту 

первого порядка и центральный теоретический момент вто-

рого порядка к центральному эмпирическому моменту вто-

рого порядка, получаем два уравнения: 1 = М1  и 22 т . 

Так как М1 = вx ,  m2 = Dв,  а )(,)( 21 XDXM   , 

то  получим систему уравнений с двумя неизвестными па-

раметрами: 









в

в

DХD

хХМ

)(

)(
, 

Решив эту систему относительно неизвестных пара-

метров, получим их точечные оценки. 

В качестве точечной оценки параметра  , найден-

ной методом наибольшего правдоподобия, принимают 

такие значения  *= *( nxxx ,...,, 21 ), при которых функция 



34 

правдоподобия достигает максимума. При этом оценку  * 

называют оценкой наибольшего правдоподобия. 

Функцией правдоподобия дискретной случайной ве-

личины Х называют функцию аргумента  :  

L( nxxx ,...,, 21 , ) = p(x1;  )*р(х2,  )*…*р(хn,  ), 

где nxxx ,...,, 21  – варианты выборки; 

  – параметр, для которого находится оценка; 

р( ,ix ) – вероятность события Х = хi, зависящая от пара-

метра  . 

Функцией правдоподобия непрерывной случайной 

величины Х называют функцию аргумента  : 

L( nxxx ,...,, 21 , ) = f(x1;  )*f(х2,  )*…*f(хn,  ). 

где f( ,ix ) – заданная функция плотности вероятности в 

точках хi. 

Так как функции L и lnL достигают максимума при 

одном и том же значении  , то обычно точки экстремума 

находятся для lnL. Для этого определяется производная  

d

Ld ln
 и приравнивается к нулю. На основании достаточ-

ного условия (вторая производная должна быть отрица-

тельна) можно убедиться, что полученная точка является 

точкой максимума. 

 

2.3 Решение типовых задач 

Задача 1. На предприятии изготавливается опреде-

ленный вид продукции. Ежемесячный объем выпуска этой 

продукции является случайной величиной, для характери-

стики которой принят показательный закон распределения: 
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xexf  )(     (х≥0). 

В течение шести месяцев проводился замер объемов 

выпуска продукции, после которого получены следующие 

данные: 

Месяц 1 2 3 4 5 6 

Объем вы-

пуска 

 

20 

 

24 

 

25 

 

28 

 

27 

 

32 

Найти оценку параметра  . 

 

Решение: Так как закон распределения содержит лишь 

один параметр  , то для его оценки требуется составить 

одно уравнение: 1 = М1  или  М(Х) = вx . 

Находим выборочную среднюю: 


n

iв x
n

x
1

1
= 1/6 (20+24+25+28+27+32) = 26. 

Определяем математическое ожидание: 


  1

)()(
00

 






dxxedxxxfXM x . 

Следовательно, вx


1
. Это равенство является при-

ближенным, так как правая часть его является случайной 

величиной, поэтому из этого уравнения получается не 

точное значение  , а его оценка  *: 

вx
*

1


. 

Итак,  26
1
*



, откуда  *= 

26

1
. 
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Задача 2. Найти методом наибольшего правдоподо-

бия оценку параметров а и   нормального распределе-

ния с плотностью: 

f(x)=
2

2

2

)(

2

1




axi

e




. 

 

Решение: Закон распределения непрерывной слу-

чайной величины содержит два параметра а и  .  

Для непрерывной случайной величины функция 

правдоподобия принимает вид: 

L 2

2
1

2

)(

2

1




ax

e




*…* 2

2

2

)(

2

1




axn

e




=

2

2

2

)(

)2(

1




ax

n

i

e





 . 

Найдем функцию lnL: 

2

2

2

)(

2

)(
2lnlnln))2(ln(ln

2

2


   










ax

nneL
i

ax

nn

i

. 

Для отыскания ее максимума составляют и решают 

систему: 
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  Таким образом, получены оценки:    










в

в

D

ха

*

*


  . 

 

2.4 Задания к лабораторно-практической работе 

Вариант 1 

При условии показательного распределения слу-

чайной величины Х 

. 

Произведена выборка: 

xi 4 3 10 12 15 

mi 3 3 6 4 4 

 

Найти методом моментов оценку параметра . 
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Вариант 2 

Случайная величина Х задана функцией распреде-

ления: 
xeXF 1)(    (х≥0). 

 Произведена выборка: 

xi 3 5 6 8 10 

mi 2 3 5 10 10 

 Найти методом моментов оценку параметра . 

 

Вариант 3 

 При условии равномерного распределения случай-

ной величины Х: 

 
Произведена выборка: 

xi 2 3 4 5 6 

mi 4 6 5 12 8 

 Найти методом моментов оценку параметров a и b. 

 

Вариант 4 

При условии равномерного распределения случай-

ной величины Х произведена выборка: 

xi 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 

mi 21 16 15 26 22 14 21 22 18 25 

Найти методом моментов оценку параметров a и b. 

 

Вариант 5 

 Случайная величина подчиняется нормальному за-

кону распределения: 
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f(x)=
2

2

2

)(

2

1




axi

e




. 

Произведена выборка: 

xi 3 5 7 9 11 13 15 

mi 6 9 16 25 20 16 8 

Найти методом моментов оценку параметров а и  . 

 

Вариант 6 

Случайная величина Х (число семян сорняков в 

пробе зерна) распределена по закону Пуассона:  

!
)(

i

x

im
x

e
xP

i  

   (хi – число появления события в i-ом опыте; 

m – число испытаний, произведенных в одном опыте). 

Ниже приведено эмпирическое распределение семян сор-

няков в 1000 пробах зерна (в первой строке указано коли-

чество хi сорняков в одной пробе; во второй строке указана 

частота mi – число проб, содержащих хi семян сорняков): 

xi 0 1 2 3 4 5 6 

mi 405 366 175 40 8 4 2 

Найти методом моментов точечную оценку пара-

метра  распределения Пуассона. 

 

Вариант 7 

Случайная величина Х (число нестандартных изде-

лий в партии изделий) распределена по закону Пуассона. 

Ниже приведено распределение нестандартных изделий в 

200 партиях (в первой строке указано количество хi не-

стандартных изделий в одной партии; во второй строке 
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указана частота mi – число партий, содержащих хi нестан-

дартных изделий): 

xi 0 1 2 3 4 

mi 132 43 20 3 2 

Найти методом моментов точечную оценку пара-

метра  распределения Пуассона. 

 

Вариант 8 

Случайная величина Х (число появлений события А 

в r независимых испытаниях) подчинена биномиальному 

закону распределения с неизвестным параметром p: 

. 

Ниже приведено эмпирическое распределение чис-

ла появления события в 10 опытах по 5 испытаний в каж-

дом (в первой строке указано число хi появления события 

А в одном опыте; во второй строке указана частота mi – ко-

личество опытов, в которых наблюдалось хi появлений со-

бытия А): 

xi 0 1 2 3 4 

mi 5 2 1 1 1 

Найти методом моментов точечную оценку пара-

метра p биномиального распределения. 

 

Вариант 9 

Случайная величина Х (время работы элемента) 

имеет показательное распределение: 

f(x) = xe     (х≥0). 
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Ниже приведено эмпирическое распределение сред-

него времени работы 200 элементов (в первой строке при-

ведено среднее время хi работы элемента в часах; во второй 

строке указана частота mi – количество элементов, прора-

ботавших в среднем хi часов): 

xi 2,5 7,5 12,5 17,5 22,5 27,5 

mi 133 45 15 4 2 1 

Найти методом моментов точечную оценку неиз-

вестного параметра показательного распределения. 

 

Вариант 10 

Случайная величина Х (отклонение контролируемого 

размера изделия от номинала) подчинена нормальному за-

кону распределения с неизвестными параметрами а и  :             

    f(x)=
2

2

2

)(

2

1




axi

e




. 

Ниже приведено эмпирическое распределение от-

клонения от номинала 200 изделий (в первой строке ука-

зано отклонение хi (мм); во второй строке приведена ча-

стота mi – количество изделий, имеющих отклонение хi): 

xi 0,3 0,5 0,7 0,9 1,1 1,3 1,5 1,7 1,9 2,2 2,3 

mi 6 9 26 25 30 26 21 24 20 8 5 

Найти методом моментов точечные оценки неиз-

вестных параметров а и   нормального распределения. 

 

Вариант 11 

Случайная величина Х (ошибка измерения дально-

сти радиодальномером) подчинена равномерному закону 

распределения с неизвестными параметрами a и b: 
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ab
xf




1
)( , ( b>a). 

Ниже приведено эмпирическое распределение средней 

ошибки 200 измерений дальности (в первой строке указана 

средняя ошибка хi; во второй строке указана частота mi – ко-

личество измерений, имеющих среднюю ошибку хi): 

xi 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 

mi 21 16 15 26 22 14 21 22 18 25 

Найти методом моментов точечные оценки неиз-

вестных параметров а и b равномерного распределения. 

 

Вариант 12 

Случайная величина Х распределена по показатель-

ному закону. Статистическое распределение выборки 

представлено в таблице: 

xi 5 15 25 35 45 55 65 

mi 365 245 150 100 70 45 25 

 Найдите методом наибольшего правдоподобия то-

чечную оценку параметра  

 

Вариант 13 

 Стеклянные однородные изделия отправлены для 

реализации из Москвы в Новосибирск в 1000 контейнерах. 

После поступления товара было выявлено количество раз-

битых изделий в каждом контейнере. Результаты пред-

ставлены в таблице: 

xi 0 1 2 3 4 

mi 785 163 32 16 4 
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Считая, что число разбитых изделий описывается за-

коном Пуассона, найти методом наибольшего правдопо-

добия точечную оценку параметра  

 

Вариант 14 

Случайная величина Х распределена по закону 

Пуассона с неизвестным параметром . Статистическое 

распределение выборки представлено в таблице: 

xi 0 1 2 3 4 5 6 7 

mi 199 169 87 31 9 3 1 1 

 Найдите методом наибольшего правдоподобия то-

чечную оценку параметра . 

 

Вариант 15 

Случайная величина Х распределена по биномиаль-

ному закону: 

. 

Статистическое распределение выборки представле-

но в таблице: 

xi 0 1 2 3 4 5 6 7 

mi 2 3 10 22 26 20 12 5 

 Найдите методом наибольшего правдоподобия то-

чечную оценку параметра p указанного закона распреде-

ления случайной величины (r = 10 – количество испыта-

ний в одном опыте; xi – число появлений события в i-ом 

опыте).  
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Вариант 16 

Случайная величина Х (число появлений события А 

в r независимых испытаниях) подчинена биномиальному 

закону распределения с неизвестным параметром p: 

. 

Ниже приведено эмпирическое распределение чис-

ла появления события А в 1000 испытаниях (в первой 

строке указано число хi появления события в одном опыте 

из r = 10 испытаний; во второй строке приведена частота 

mi – число опытов, в которых наблюдалось хi появлений 

события А): 

xi 0 1 2 3 4 5 6 7 

mi 2 3 10 22 26 20 12 5 

Найти методом наибольшего правдоподобия точеч-

ную оценку неизвестного параметра p биномиального 

распределения. 

 

Вариант 17 

Случайная величина Х (число поврежденных стек-

лянных изделий в одном контейнере) распределена по за-

кону Пуассона с неизвестным параметром :   

!
)(

i

x

im
x

e
xP

i  

 . 

(хi – число появления события в i-ом опыте; m – число испы-

таний, произведенных в одном опыте). Ниже приведено 

эмпирическое распределение числа поврежденных изделий 

в 500 контейнерах (в первой строке указано количество хi 

поврежденных изделий в одном контейнере; во второй 
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строке приведена частота mi – число контейнеров, содер-

жащих хi поврежденных изделий): 

xi 0 1 2 3 4 5 6 7 

mi 199 169 87 31 9 3 1 1 

Найти методом наибольшего правдоподобия точеч-

ную оценку неизвестного параметра распределения Пу-

ассона. 

 

Вариант 18 

Случайная величина Х (время безотказной работы 

элемента) имеет показательное распределение: 

 f(x) = xe     (х≥0). 

Ниже приведено статистическое распределение сред-

него времени работы 1000 элементов (в первой строке ука-

зано среднее время хi безотказной работы одного элемента 

в часах; во второй строке указана частота mi – количество 

элементов, проработавших в среднем хi часов): 

xi 5 15 25 35 45 55 65 

mi 365 245 150 100 70 45 25 

 Найдите методом наибольшего правдоподобия то-

чечную оценку неизвестного параметра  показательного 

распределения. 

 

Вариант 19 

В таблице собраны результаты наблюдений над про-

межутками времени между последовательными прибыти-

ями судов дальнего следования в порт А (в первой строке 

указаны промежутки времени (час) хi   прибытия судов; во 

второй строке указана частота mi – число случаев):  



46 

xi 0 – 4 4 – 8 8 – 12 12 – 16 16 – 20 20 – 24 24 – 28 28 – 32 

mi 67 43 30 18 11 7 5 4 

 Предполагается, что случайная величина Х подчи-

нена нормальному закону распределения с неизвестными 

параметрами а и  : 

f(x)=
2

2

2

)(

2

1




axi

e




. 

Найти методом максимального правдоподобия то-

чечные оценки неизвестных параметров а и   нормаль-

ного распределения. 

 

Вариант 20 

В таблице собраны результаты наблюдений о годо-

вом удое 100 коров, отобранных случайным образом из 

генеральной совокупности Х (в первой строке указаны 

группы хi по удою молока (тыс. л.); во второй строке ука-

зана частота mi – число коров):  

xi 1,6 – 2,2 2,2 – 2,8 2,8 – 3,4 3,4 – 4,0 4,0 – 4,6 4,6 – 5,2 5,2 – 5,8 5,8 – 6,4 

mi 4 14 17 37 15 6 4 3 

 Предполагается, что случайная величина Х подчи-

нена нормальному закону распределения с неизвестными 

параметрами а и  : 

f(x)=
2

2

2

)(

2

1




axi

e




. 

Найти методом максимального правдоподобия то-

чечные оценки неизвестных параметров а и   нормаль-

ного распределения. 
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ЛАБОРАТОРНО-ПРАКТИЧЕСКАЯ  РАБОТА 3 

СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОЦЕНИВАНИЕ. 

ИНТЕРВАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

 

Цель работы: освоить основные методы получения 

интервальных оценок параметров распределения. 

 

3.1. Теоретические вопросы 

1. Интервальная оценка. 

2. Доверительный интервал. Доверительная веро-

ятность. 

3. Доверительный интервал для математического ожи-

дания нормально распределенной случайной величины с 

параметрами a и   при известном  . 

4. Доверительный интервал для математического ожи-

дания нормально распределенной случайной величины с 

параметрами a и   при неизвестном  . 

5. Доверительный интервал для среднего квадрати-

ческого отклонения   нормально распределенной случай-

ной величины по «исправленному» выборочному средне-

му квадратическому отклонению s. 

6. Доверительный интервал для дисперсии  2 нор-

мально распределенной случайной величины с известны-

ми параметрами a и  . 

 

3.2. Методические рекомендации 

Статистической оценкой  n* неизвестного пара-

метра   теоретического распределения называют всякую 
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функцию результатов наблюдений х1, х2, …, хn  исследуе-

мой случайной величины Х. 

Точечной называют статистическую оценку, которая 

определяется одним числом  *. 

Интервальная оценка – это оценка, которая опреде-

ляется двумя числами – концами интервала. Она позволя-

ет ответить на вопрос: внутри какого интервала, и с какой 

вероятностью находится неизвестное значение оценивае-

мого параметра   генеральной совокупности? 

Доверительной вероятностью (надежностью) или 

уровнем доверия оценки неизвестного параметра   по  * 

называют вероятность   = 1 , с которой осуществляется 

неравенство 
*   

 (где ( 0  )  – точность оценки), 

т.е. 
( * )P      

  или    ( * * )P           . 

Интервал ( * ; * )     ,  в который попадает оце-

ниваемый параметр   с заданной надежностью  ,  назы-

вается доверительным интервалом для параметра  .  

 

Построение интервальных оценок  

(доверительных интервалов) 

Как же конкретно построить по выборочным дан-

ным x1, …, xn такой случайный интервал, который с напе-

ред заданной доверительной вероятностью   накрывал 

бы неизвестной значение параметра  ? 

Очевидно, что этот интервал должен конструиро-

ваться вокруг точечной оценки  * параметра  , а её то-

чечный вид и ширина определяется характером закона 
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распределения случайной величины  *, в частности её 

функцией распределения, которая, к сожалению, тоже за-

висит от неизвестного значения параметра  . 

Поэтому необходимо подобрать такую функцию от 

результатов наблюдения x1, x2, …, xn (т.е. такую статисти-

ку), закон распределения вероятностей которой обладал 

бы одновременно следующими свойствами: 

а) не зависит от оцениваемого параметра  ; 

б) описывается одним из стандартных, затабулиро-

ванных распределений (стандартным нормальным, 2 , F-, 

Стьюдента); 

в) из того факта, что значения данной статистики 

заключены в определенных пределах с заданной вероят-

ностью, можно сделать вывод, что оцениваемый параметр 

тоже должен лежать между некоторыми границами с той 

же самой вероятностью. 

Этот подход, если его удается реализовать, приводит 

к построению точных (при каждом конечном объеме вы-

борки n) доверительных интервалов  21, . 

 Интервальной оценкой (с надежностью  ) математи-

ческого ожидания a нормально распределенной случайной 

величины с параметрами a и   по выборочной средней x  

при известном среднем квадратическом отклонении   гене-

ральной  совокупности служит доверительный интервал: 

n

t
xa

n

t
x

 
 , 

где  
n

t 



  – точность оценки; 
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n – объем выборки; 

t  – значение аргумента функции Лапласа Ф( t ) (прило-

жение 3), при котором    
2

2


   tt . 

Интервальной оценкой (с надежностью  ) математи-

ческого ожидания a нормально распределенной случайной 

величины с параметрами a и   по выборочной средней x  

при неизвестном среднем квадратическом отклонении   ге-

неральной совокупности служит доверительный интервал: 

n

St
xa

n

St
x


 , 

где  
n

St
   – точность оценки; 

n – объем выборки; 

t  – по таблице значений t = (γ;n) (приложение 7), по за-

данным значениям n и γ находится квантиль t . 

Интервальной оценкой (с надежностью  ) среднего 

квадратического отклонения   нормально распределенной 

случайной величины с параметрами a и   по «исправ-

ленному» выборочному среднему квадратическому от-

клонению s служит доверительный интервал: 

                       s(1- q) <  < s(1 + q)                (при q < 1), 

или                                 0 <   < s(1 + q)                    (при q > 1), 

где величину q находят по таблице значений q = q(γ, n) 

(приложение 8), по заданным n и γ.  

 



51 

Интервальной оценкой (с надежностью  )  дисперсии 

 2 нормально распределенной случайной величины с па-

раметрами a и   с известным параметром a служит дове-

рительный интервал: 











 




2

1

2

2

2

2

2 )1()1(






nSnS
, 

где значения 2

1  и 2

2  находят по таблице значений  

2

1, nk  критерия Пирсона (приложение 4), из равенств: 

2

1
)(,

2

1
)( 2

2

22

1

2 









 PP ; 

S2 – исправленная дисперсия; 

n – объем выборки. 

 

 

3.3. Решение типовых задач 

Задача 1. Найти доверительный интервал с надеж-

ностью 0,95 для оценки математического ожидания нор-

мально распределенной случайной величины Х, если из-

вестны ее среднее квадратическое отклонение  = 4, вы-

борочная средняя x  = 16 и объем выборки n = 16. 

Решение: С надежностью γ доверительный интервал:   

);(
n

t
x

n

t
x

 
  покрывает неизвестный параметр a. 

По надежности   = 0,95 из соотношения  
2


  t   

находим значение функции Лапласа: Ф(t) = 0,475. 
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По таблице значений функции Лапласа (приложе-

ние 3), находим t = 1,96. 

Используя неравенства для интервальной оценки 

математического ожидания при известном значении  , по-

лучаем: 

4

4
96,116

4

4
96,116  a , 

или 

96,1704,14  a . 

 

Задача 2. По данным девяти независимых равно-

точных измерений некоторой физической величины 

найдены среднее арифметическое результатов измерений 

x  = 30,1 и «исправленное» среднее квадратическое откло-

нение s = 6. Оценить истинное значение измеряемой ве-

личины с помощью доверительного интервала с надежно-

стью γ = 0,99. Предполагается, что результаты измерений 

распределены нормально. 

Решение: С надежностью γ доверительный интервал:   

);(
n

st
x

n

st
x


  покрывает неизвестный параметр a. 

По таблице значений t = (γ;n) (приложение 7), по задан-

ным значениям n = 9 и γ = 0,99 находим квантиль t  = 2,36. 

Используя неравенства для интервальной оценки 

математического ожидания при неизвестном значении  , 

получаем: 

3

6
36,11,30

3

6
36,21,30  a  

или                                 82,3438,25  a . 
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Задача 3. По данным выборки объема n = 16 из гене-

ральной совокупности найдено «исправленное» среднее 

квадратическое отклонение s = 1 нормально распределен-

ного количественного признака. Найти доверительный 

интервал, покрывающий генеральное среднее квадрати-

ческое отклонение   с надежностью 0,95. 

 

Решение: С надежностью γ доверительный интервал:   

s(1 – q) <  < s(1 + q), если q < 1, или    0 <   < s(1 + q), если 

q > 1, покрывает неизвестный параметр  . 

По таблице значений q = q(γ, n) (приложение 8), по 

заданным n = 16 и γ = 0,95 находят величину q = 0,44. Так 

как q < 1, то подставив s = 1, q = 0,44, получим искомый до-

верительный интервал:                                         

1(1 – 0,44) <  < 1(1 + 0,44) или 0,56 <  < 1,44. 

 

Задача 4. На основании выборочных наблюдений 

производительности труда 20 работниц было установлено, 

что среднее квадратическое отклонение суточной выра-

ботки составляет 15 м ткани в час. Предполагая, что про-

изводительность труда работницы имеет нормальное рас-

пределение, найти границы, в которых с надежностью 0,9 

заключены генеральные дисперсия и среднее квадратиче-

ское отклонение суточной выработки работниц.  

 

Решение: С надежностью γ доверительный интервал:   











 




2

1

2

2

2

2

2 )1()1(






nSnS
  покрывает неизвестный пара-

метр  2.  
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По условию γ = 0,9, тогда .95,0
2

1
,05,0

2

1





 
 

При числе свободы k = n – 1= 20 – 1 = 19 определим значе-

ния 2

1   и 2

2   по таблице значений  2  критерия Пирсо-

на (приложение 4) для вероятностей:  

95,0
2

1
)(,05,0

2

1
)( 2

2

22

1

2 











 PP ,  

т.е. 2

1  = 10,1 и 2

2  = 30,1. Тогда доверительный интервал 

для   2  и  для примет вид:  

1,10

1915

1,30

1915 2
2

2




    или    6,4455,149 2  , 

      6,4455,149     или  1,212,12  . 

 

3.4. Задания к лабораторно-практической работе 

Вариант 1 

Найти доверительный интервал для оценки с на-

дежностью 0,95 неизвестного математического ожидания a 

нормально распределенного признака Х генеральной со-

вокупности, если генеральное среднее квадратическое от-

клонение   = 5, выборочная средняя x  = 14 и объем вы-

борки n = 25. 

 

Вариант 2 

По наблюдениям на 13 разрезах установлено, что 

изучаемый вид почвы имеет среднюю мощность горизон-

та 21 см при среднем квадратическом отклонении 3,2 см. 

Указать 95% доверительный интервал для средней мощ-

ности горизонта нормально распределенного признака. 
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Вариант 3 

Найти доверительный интервал для оценки с на-

дежностью 0,99 неизвестного математического ожидания a 

нормально распределенного признака Х генеральной со-

вокупности, если генеральное среднее квадратическое от-

клонение   = 4, выборочная средняя x  = 10,2 и объем вы-

борки n = 16. 

 

Вариант 4 

По результатам испытаний 16 двигателей были оп-

ределены точечные оценки среднего ресурса 3000 ч. И сред-

нее квадратическое отклонение 45 ч. Известно, что рас-

пределение ресурса нормальное. Построить доверитель-

ный интервал для генерального среднего с доверительной 

вероятностью 0,95. 

 

Вариант 5 

Одним и тем же прибором со средним квадратиче-

ским отклонением случайных ошибок измерений   = 40 

м произведено пять равноточных измерений расстояния 

от орудия до цели. Найти доверительный интервал для 

оценки истинного расстояния а до цели с надежностью 

γ = 0,95, зная среднее арифметическое результатов изме-

рений x  = 2000 м. Предполагается, что результаты изме-

рений распределены нормально.  

 

Вариант 6 

Выборка из большой партии электроламп содержит 

100 ламп. Средняя продолжительность горения лампы 
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выборки оказалась равной 1000 ч. Найти с надежностью 

γ = 0,95 доверительный интервал для средней продолжи-

тельности а горения лампы всей партии, если известно, 

что среднее квадратическое отклонение продолжительно-

сти горения лампы   = 40 ч. Предполагается, что про-

должительность горения ламп распределена нормально. 

 

Вариант 7 

Станок-автомат штампует валики. По выборке объ-

ема n = 100 вычислена выборочная средняя диаметров из-

готовленных валиков. Найти с надежностью 0,95 точность 

 , с которой выборочная средняя оценивает математиче-

ское ожидание диаметров изготовляемых валиков, зная, 

что их среднее квадратическое отклонение   = 2 мм. 

Предполагается, что диаметры валиков распределены 

нормально. 

 

Вариант 8 

Из большой партии электроламп было отобрано в 

случайном порядке 400 штук для определения продолжи-

тельности горения.  Выборочная средняя продолжитель-

ности горения оказалась равной x  = 1220 ч. Найти с на-

дежностью γ = 0,99 доверительный интервал для средней 

продолжительности а горения лампы всей партии, если 

известно, что среднее квадратическое отклонение про-

должительности горения лампы   = 35 ч. Предполагается, 

что продолжительность горения ламп распределена нор-

мально. 
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Вариант 9 

Найти доверительный интервал для оценки с 

надежностью 0,8 неизвестного математического ожидания 

a нормально распределенного признака Х генеральной 

совокупности, если генеральное среднее квадратическое 

отклонение   = 5, выборочная средняя x  = 20 и объем 

выборки n = 25. 

 

Вариант 10 

Найти доверительный интервал для оценки с 

надежностью 0,99 неизвестного математического ожида-

ния a нормально распределенного признака Х генераль-

ной совокупности, если генеральное среднее квадратиче-

ское отклонение   = 5, выборочная средняя x  = 16,8 и 

объем выборки n = 25. 

 

Вариант 11 

Из генеральной совокупности извлечена выборка 

объема n  = 10: 

Варианта хi – 2 1 2 3 4 5 

Частота mi 2 1 2 2 2 1 

Оценить с надежностью 0,95 математическое ожида-

ние a нормально распределенного признака генеральной 

совокупности по выборочной средней при помощи дове-

рительного интервала. 

 

Вариант 12 

Из генеральной совокупности извлечена выборка 

объема n = 12: 
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Варианта 

хi 

– 0,5 – 0,4 – 0,2 0 0,2 0,6 0,8 1 1,2 1,5 

Частота 

mi 

1 2 1 1 1 1 1 1 2 1 

Оценить с надежностью 0,95 математическое ожида-

ние a нормально распределенного признака генеральной 

совокупности по выборочной средней при помощи дове-

рительного интервала. 

 

Вариант 13 

По данным 16 независимых равноточных измерений 

некоторой физической величины найдены среднее арифме-

тическое результатов измерений x  = 42,8 и «исправленное» 

среднее квадратическое отклонение s = 8 нормально распре-

деленного количественного признака. Оцените истинное 

значение измеряемой величины с надежностью 0,999. 

 

Вариант 14 

На овцеводческой ферме из стада произведена вы-

борка для взвешивания 36 овец. Их средний вес оказался 

равным 50 кг. Предположив распределение веса нормаль-

ным и определив несмещенную оценку выборочной дис-

персии s2  = 16, найти доверительный интервал для оценки 

математического ожидания с надежностью 0,8. 

 

Вариант 15 

Для определения средней урожайности пшеницы 

на площади 500000 га. Производилось выборочное изме-

рение урожайности на 2500 га. Результаты измерений 

приведены в таблице:  
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Урожайность с 1 га 

(в ц)  

15 – 17 17 – 19 19 – 21 21 – 23 23 – 25 25 – 27 

Число гектаров 100 300 500 700 600 300 

Считая распределение нормальным, указать дове-

рительный интервал для средней урожайности по всему 

массиву, взяв γ = 0,95 

 

Вариант 16 

Из генеральной совокупности извлечена выборка 

объема n = 16 и найдена выборочная средняя, равная 30. 

Получено также несмещенное значение выборочной дис-

персии s2 = 9. Предположив распределение случайной ве-

личины Х нормальным, найти доверительный интервал 

для оценки математического ожидания с надежностью 0,8. 

 

Вариант 17 

На овцеводческой ферме из стада произведена вы-

борка для взвешивания 36 овец. Их средний вес оказался 

равным 50 кг. Предположив распределение веса нормаль-

ным и определив несмещенную оценку выборочной дис-

персии s2  = 16, найти доверительный интервал для оценки 

математического ожидания с надежностью 0,9. 

 

Вариант 18 

Из генеральной совокупности извлечена выборка 

объема n = 16 и найдена выборочная средняя, равная 30. 

Получено также несмещенное значение выборочной дис-

персии s2 = 9. Предположив распределение случайной ве-

личины Х нормальным, найти доверительный интервал 

для оценки математического ожидания с надежностью 0,9. 
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Вариант 19 

На овцеводческой ферме из стада произведена вы-

борка для взвешивания 36 овец. Их средний вес оказался 

равным 50 кг. Предположив распределение веса нормаль-

ным и определив несмещенную оценку выборочной дис-

персии s 2 = 16, найти доверительный интервал для оценки 

математического ожидания с надежностью 0,8. 

 

Вариант 20 

В сельхозпредприятии 30000 овец. В результате вы-

борочного настрига шерсти с 1000 овец были получены 

следующие результаты: 

Настриг шерсти 

в кг 

3 4 5 6 7 

Число овец  101 146 302 354 97 

На уровне доверия γ = 0,95 построить доверитель-

ный интервал для генеральной средней, предполагая, что 

настриг шерсти имеет нормальное распределение. 

 

Вариант 21 

На контрольных испытаниях 16 осветительных ламп 

были получены оценки математического ожидания и сред-

неквадратического отклонения их срока службы x  = 3000 

ч., S = 20 ч. Считая, что срок службы лампы является нор-

мальной случайной величиной, указать на уровне доверия 

γ = 0,9 интервал, накрывающий неизвестное значение 

дисперсии  2  и  . 
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Вариант 22 

Для определения точности вольтметра, системати-

ческая ошибка которого равна нулю, проведено 12 изме-

рений напряжения и получены точечные оценки S = 0,6 

мВ. Построить доверительный интервал для дисперсии на 

95% уровне. 

 

Вариант 23 

По данным выборки объема n = 10 из генеральной 

совокупности нормально распределенного количествен-

ного признака найдено «исправленное» среднее квадра-

тическое отклонение S = 5,1. Найти доверительный интер-

вал, покрывающий генеральное среднее квадратическое 

отклонение   с надежностью 0,999. 

 

Вариант 24 

По данным выборки объема n = 50 из генеральной 

совокупности нормально распределенного количествен-

ного признака найдено «исправленное» среднее квадра-

тическое отклонение S = 14. Найти доверительный интер-

вал, покрывающий генеральное среднее квадратическое 

отклонение   с надежностью 0,999. 

 

Вариант 25 

Произведено 12 измерений одним прибором (без си-

стематической ошибки) некоторой физической величины, 

причем «исправленное» среднее квадратическое отклоне-

ние S случайных ошибок оказалось равным 0,6. Найти 

точность прибора с надежностью 0,99. Предполагается, 

что результаты измерений распределены нормально. 
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Вариант 26 

В нескольких мелких магазинах проведена проверка 

качества 100 изделий, после чего осуществлена обработка 

полученных данных. В результате получено несмещенное 

значение выборочного среднего квадратического отклоне-

ния S = 4.  Считая распределение качественных изделий 

нормальным, найти с надежностью 0,95 доверительный ин-

тервал для оценки среднего квадратического отклонения. 

 

Вариант 27 

Случайная величина Х распределена по нормаль-

ному закону. Статистическое распределение выборки 

представлено в таблице: 

Варианта хi 3 5 7 8 10 12 14 

Частота mi 3 7 4 6 7 5 8 

Найти с надежностью 0,97 доверительный интервал 

для оценки математического ожидания и с надежностью 

0,95 для оценки среднего квадратического отклонения. 

 

Вариант 28 

Случайная величина Х распределена по нормально-

му закону. Статистическое распределение выборки пред-

ставлено в таблице: 

Варианта хi 1 3 5 7 9 

Частота mi 2 5 4 6 3 

Найти с надежностью 0,95 доверительный интервал 

для оценки математического ожидания и с надежностью 

0,99 для оценки среднего квадратического отклонения. 

 



63 

Вариант 29 

По данным выборки объема n = 25 найдено несме-

щенное значение выборочного среднего квадратического 

отклонения S = 3 нормально распределенной случайной 

величины Х. Найти с надежностью 0,99 доверительный 

интервал для оценки среднего квадратического отклоне-

ния случайной величины.   

 

Вариант 30 

Произведено 10 измерений одним прибором (без 

систематической ошибки) некоторой физической величи-

ны, причем «исправленное» среднее квадратическое от-

клонение S случайных ошибок оказалось равным 0,8. Най-

ти точность прибора с надежностью 0,95. Предполагается, 

что результаты измерений распределены нормально. 
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ЛАБОРАТОРНО-ПРАКТИЧЕСКАЯ  РАБОТА 4 

ПРОВЕРКА ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ 

 

Цель работы: изучить основные методы проверки 

статистических гипотез параметрического типа. 

 

4.1. Теоретические вопросы 

1. Параметрические и непараметрические статисти-

ческие гипотезы. 

2. Ошибки 1-го и 2-го рода. Уровень значимости. 

Мощность критерия. 

3. Схема проверки нулевой гипотезы. 

4. Алгоритмы проверки гипотез о числовых значе-

ниях параметров нормального распределения. 

5. Алгоритмы проверки гипотез о сравнении двух 

вероятностей биномиальных распределений. 

 

4.2. Методические рекомендации 

Cтатистической гипотезой называется всякое вы-

сказывание о генеральной совокупности, проверяемое по 

выборке. 

Статистические гипотезы делятся на: 

а) параметрические – это гипотезы, сформулированные 

относительно параметров распределения известного типа; 

б) непараметрические – это гипотезы, сформулиро-

ванные относительно вида неизвестного распределения. 

Основную выдвигаемую гипотезу называют нулевой 

(основной) H0. Гипотезу H1, которая противоречит нулевой, 

называют конкурирующей (альтернативной). 
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Выбор между гипотезами H0 и H1 может сопровождать-

ся ошибками двух родов. Ошибка первого рода α означает веро-

ятность принятия H1, если верна гипотеза H0: α = Р(H1/ H0). 

Ошибка второго рода β означает вероятность принятия H0, 

если верна гипотеза H1: β = Р(H0/ H1). Существует правиль-

ное решение двух видов: вероятность принять верную ги-

потезу равна Р(H0/ H0) = 1 – α, а вероятность отвергнуть не-

верную нулевую гипотезу равна Р(H1/ H1) = 1 – β. 

Правило, по которому принимается решение о том, 

верна или не верна гипотеза H0, называется критерием, где: 

 α = Р(H1/ H0) – уровень значимости критерия; 

 М = 1 – β = Р(H1/ H1) – мощность критерия. 

Схема проверки нулевой гипотезы: 

1. Располагая выборочными данными х1, х2, …, хn и 

учитывая конкретные условия задачи, формируют нуле-

вую гипотезу H0 и конкурирующую гипотезу H1. 

2. Задают уровень значимости α (обычно 0,1; 0,01; 

0,05; 0,001). 

3. Рассматривается выборочная статистика наблю-

дений (статистический критерий) – некоторая функция К, 

зависящая от условий решаемой статистической задачи.  

Эта функция, являясь случайной величиной, подчинена 

некоторому известному, затабулированному закону рас-

пределения (нормальному распределению, t – распреде-

лению Стьюдента, F – распределению Фишера, 2  – рас-

пределению Пирсона). 

4. На основании выборки х1, х2, …, хn определяют 

значение критерия (статистики) К. В зависимости от вида 

альтернативной гипотезы выбирают по соответствующей 



66 

таблице квантили критерия для двусторонней (
22

1
,  KK


) 

или односторонней области ( 1K  или Кα). Если значения 

критерия попадают в критическую область, то H0 отверга-

ется и принимается гипотеза H1; в противном случае при-

нимается гипотеза H0 и считается, что H0 не противоречит 

выборочным данным (при этом существует возможность 

ошибки с вероятностью, равной α). 

 

Сравнение выборочной средней с гипотетической  

генеральной средней нормальной совокупности 

а) Дисперсия генеральной совокупности известна 

     Правило 1. Для того чтобы при заданном уровне 

значимости   проверить нулевую гипотезу: 

Н0: а = а0 

(о равенстве генеральной средней а нормальной совокуп-

ности с известной дисперсией 2  гипотетическому (пред-

полагаемому) значению а0) при конкурирующей гипотезе:  

Н1: а   а0, 

надо вычислить наблюдаемое значение критерия:  



nax
Uнабл

)( 0
  

и по таблице функции Лапласа (приложение 3), найти 

критическую точку uкр двусторонней критической области 

из равенства: 

Ф(uкр) = (1 –  )/2. 

Если | наблU | < uкр  – нет оснований отвергнуть нуле-

вую гипотезу.  
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Если | наблU | > uкр  – нулевую гипотезу отвергают. 

Правило 2. При конкурирующей гипотезе: 

Н1: а > а0 

критическую точку правосторонней критической области 

находят из равенства: 

Ф(uкр) = (1 – 2 )/2. 

Если  наблU < uкр  – нет оснований отвергнуть нулевую 

гипотезу.  

Если наблU  > uкр  – нулевую гипотезу отвергают. 

Правило 3. При конкурирующей гипотезе: 

Н1: а < а0 

сначала находят вспомогательную критическую точку uкр  

по правилу 2, а затем полагают границу левосторонней 

критической области:  крu = – uкр. 

Если наблU > – uкр – нет оснований отвергнуть нуле-

вую гипотезу.  

Если наблU  < – uкр – нулевую гипотезу отвергают. 

 

Мощность критерия проверки нулевой гипотезы 

Н0: а = а0 о равенстве генеральной средней гипотетиче-

скому значению а0 при известном среднем квадратиче-

ском отклонении   находят в зависимости от вида конку-

рирующей гипотезы. 

При конкурирующей гипотезе Н1: а > а0 для гипотети-

ческого значения генеральной средней а = а1 > а0 мощ-

ность правостороннего критерия: 

1 –   = 0,5 – Ф(uкр  –  ),                   
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где uкр находят из равенства Ф (uкр) = (1 – 2 )/2,  = (а1 – 

– а0) /n . 

При различных значениях а1 функция мощности одно-

стороннего критерия: 

1  (а1) = 0,5 – Ф (uкр –  ). 

При конкурирующей гипотезе Н1: а а0 для гипотети-

ческого значения генеральной средней а = а1 мощность 

двустороннего критерия: 

–   = 1 – [Ф(uкр  –  ) + Ф(uкр+ )]           

где uкр находят из равенства Ф (uкр) = (1 –  )/2,  = (а1 – 

– а0) /n . 

При различных значениях а1 функция мощности дву-

стороннего критерия: 

1  (а1) = 1 – [Ф(uкр  –  ) + Ф(uкр +  )]. 

В формулах: 

Ф(х) = dze

x

z




0

2/2

2

1


  – функция Лапласа. 

б) Дисперсия генеральной совокупности неизвестна 

Если дисперсия генеральной совокупности неизвест-

на (например, в случае малых выборок), то в качестве кри-

терия проверки нулевой гипотезы принимают случайную 

величину: 

SnaXT /)( 0 , 

где 
1

/][ 22





 

n

nxnxn
S

iiii
исправленное среднее квад-

ратическое отклонение. Величина Т имеет распределение 

Стьюдента с k = n – 1 степенями свободы. 
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Правило 1. Для того чтобы при заданном уровне 

значимости   проверить нулевую гипотезу:   

Н0: а = а0 

о равенстве неизвестной генеральной средней а гипотети-

ческому значению а0 при конкурирующей гипотезе: 

Н1: а  а0, 

надо вычислить наблюдаемое значение критерия: 

SnaхTнабл /)( 0  

и по таблице критических точек распределения Стьюден-

та, по заданному уровню значимости  , помещенному в 

верхней строке таблицы, и числу степеней свободы k = n – 1 

найти критическую точку tдвуст.кр( , k). 

Если | наблT | < tдвуст.кр( , k) – нет оснований отверг-

нуть нулевую гипотезу.  

Если | наблT | >  tдвуст.кр( , k) – нулевую гипотезу от-

вергают. 

Правило 2. При конкурирующей гипотезе: 

Н1: а > а0 

по уровню значимости  , помещенному в нижней строке 

таблицы приложения, и числу степеней свободы k = n – 1   

находят критическую точку tправост.кр( ,k)    правосторон-

ней критической области.  

Если | наблТ | < tправост.кр( ,  k) – нет основании от-

вергнуть нулевую гипотезу.  

Если | наблТ | > tправост.кр( , k) – нулевую гипотезу от-

вергают. 

Правило 3. При конкурирующей гипотезе: 

Н1: а < а0 



70 

сначала находят вспомогательную критическую точку (по 

правилу 2) tправост.кр( , k) и полагают границу левосторон-

ней критической области и полагают tлевостр.кр = – tправостр.кр. 

Если | наблТ
| > – tправост.кр( , k) – нет оснований от-

вергнуть нулевую гипотезу. 

Если | наблТ
| < – tправост.кр( , k) – нулевую гипотезу 

отвергают. 

 

Сравнение исправленной выборочной дисперсии  

с гипотетической генеральной дисперсией  

нормальной совокупности 

Обозначим через n объем выборки, по которой най-

дена исправленная дисперсия S2. 

Правило 1. Для того чтобы при заданном уровне зна-

чимости   проверить нулевую гипотезу:  

Н0: 
2 = 

2

0  

о равенстве неизвестной генеральной дисперсии 2 гипо-

тетическому (предполагаемому) значению 
2

0  при кон-

курирующей гипотезе: 

Н1: 
2  > 

2

0  

надо вычислить наблюдаемое значение критерия:  

0
2

2
2 )1(




Sn
набл


 , 

и по таблице критических точек распределения  2, по 

заданному уровню значимости   и числу степеней сво-

боды k = n –1 найти критическую точку 
2

кр  ( ; k).  
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Если набл
2  <

2

кр  – нет оснований отвергнуть нуле-

вую гипотезу.  

Если  набл
2  >

2

кр  – нулевую гипотезу отвергают. 

 

Правило 2. При конкурирующей гипотезе: 

Н1: 
2  2

0  

находят левую крлев.
2 (1 –  /2; k) и правую крправ.

2 ( /2; k) 

критические точки. 

Если крлев.
2 < набл

2  < крправ.
2  – нет оснований от-

вергнуть нулевую гипотезу. 

  Если набл
2  < крлев.

2  или набл
2 > крправ.

2  – нулевую 

гипотезу отвергают. 

 

Правило 3. При конкурирующей гипотезе: 

Н1: 
2 < 

2

0  

находят критическую точку
2

кр (1 –  , k). 

Если набл
2  >

2

кр  (1 –  , k) – нет оснований отверг-

нуть нулевую гипотезу.  

Если набл
2  <

2

кр  (1 –  , k) – нулевую гипотезу от-

вергают. 

         

Замечание. Если число степеней свободы k > 30, то 

критическую точку можно найти из равенства Уилсона—

Гильферти:                         

2

кр  ( , k) = k[ 1-2/9k+ )9/(2 kz ]3, 
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где z  находят, используя функцию Лапласа (приложение 3), 

из равенства:               Ф( z ) = (1 – 2 ) / 2. 

 

Сравнение двух вероятностей  

биномиальных распределений 

Пусть в двух генеральных совокупностях произво-

дятся независимые испытания: в результате каждого ис-

пытания событие А может появиться в первой совокупно-

сти с неизвестной вероятностью р1, а во второй – с неиз-

вестной вероятностью р2;. По выборкам, извлеченным из 

первой и второй совокупностей, найдены соответственные 

частоты: 

111 /)( nmA   и 222 /)( nmA  , 

где m1, m2 – числа появлений события А;         

n1, n2 – количества испытаний. 

В качестве оценок неизвестных вероятностей при-

мем относительные частоты: р1 1 и р2 2 . Требуется 

при заданном уровне значимости   проверить нулевую 

гипотезу, состоящую в том, что вероятности р1 и р2 равны 

между собой: Н0: р1 = р2 . 

Другими словами, требуется установить, значимо или 

незначимо различаются относительные частоты 1  и 2 . 

Предполагается, что выборки имеют достаточно боль-

шой объем. 

 

Правило 1. Для того чтобы при заданном уровне 

значимости   проверить нулевую гипотезу: 

Н0: р1  =  р2  =  p 
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о равенстве вероятностей появления события в двух гене-

ральных совокупностях (имеющих биномиальные распре-

деления) при конкурирующей гипотезе: 

Н1: р1    р2 

надо вычислить наблюдаемое значение критерия:  
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Uнабл , 

и по таблице функции Лапласа (приложение 3) найти 

критическую точку uкр по равенству Ф(uкр) = (1 –  )/2. 

Если | наблU  | < uкр – нет оснований отвергнуть ну-

левую гипотезу. 

Если | наблU  | > uкр – нулевую гипотезу отвергают. 

 

Правило 2. При конкурирующей гипотезе: 

Н1: р1 > р2 

находят критическую точку правосторонней критической 

области по равенству Ф(uкр) = (1 – 2 )/2. 

Если наблU  < uкр – нет оснований отвергнуть нулевую 

гипотезу. 

Если наблU  > uкр – нулевую гипотезу отвергают. 

 

Правило 3. При конкурирующей гипотезе: 

Н1: р1 <  р2 

находят критическую точку   uкр по правилу 2, а затем по-

лагают границу левосторонней критической области  

крu = – uкр. 
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Если  наблU  > – uкр – нет оснований отвергнуть нуле-

вую гипотезу.  

Если наблU  < – uкр – нулевую гипотезу отвергают. 

 

4.3. Решение типовых задач 

Задача 1. Из нормальной генеральной совокупности 

с известным средним квадратическим отклонением   = 5,2 

извлечена выборка объема n = 100 и по ней найдена выбо-

рочная средняя x  = 27,56. Требуется при уровне значимо-

сти 0,05 проверить нулевую гипотезу Н0: а = а0 = 26 при 

конкурирующей гипотезе Н1: а ≠ 26. 

 

Решение: Исходя из условий задачи, сформулируем 

основную и альтернативную гипотезы: 

Н0: а = а0 = 26 

Н1: а ≠ 26. 

Так как генеральная дисперсия 2  известна, то выби-

раем статистику:  



nax
U

)( 0
 . 

Вычисляем наблюдаемое значение критерия (стати-

стики):  



nax
Uнабл

)( 0
 = 3100

2,5

2656,27



. 

По таблице функции Лапласа (приложение 3) нахо-

дим критическую точку uкр = 1,96 двусторонней критиче-

ской области из равенства: 

Ф(uкр) = (1 –  )/2 = (1 – 0,05) / 2 = 0,475. 
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Так как | наблU | = 3 > uкр = 1,96, то нулевую гипотезу 

отвергаем. Другими словами, выборочная и гипотетиче-

ская генеральная средние различаются значимо. 

 

Задача 2. На основании сделанного прогноза сред-

няя дебиторская задолженность однотипных предприя-

тий региона должна составить а0 = 120 ден. ед. Выбороч-

ная проверка десяти предприятий дала среднюю задол-

женность x  = 135 ден. ед., а среднее квадратическое от-

клонение задолженности s = 20 ден. ед. На уровне значи-

мости 0,05 выяснить, можно ли принять данный прогноз. 

 

Решение: Исходя из условий задачи, сформулируем 

основную и альтернативную гипотезы: 

Н0: а = (а0 = 120) 

Н1: а > 120 

Так как генеральная дисперсия 2  неизвестна, то выби-

раем статистику:  

SnaхT /)( 0 . 

Величина Т имеет распределение Стьюдента с k = n – 1 

степенями свободы. 

Вычисляем наблюдаемое значение критерия (стати-

стики):  

SnaхTнабл /)( 0  = (135 – 120) 10 / 20 = 2,25. 

По уровню значимости   = 0,05, помещенному в 

нижней строке таблицы приложения 1, и числу степеней 

свободы k = n – 1 = 10 – 1 = 9 находят критическую точку 
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tправост.кр(  = 0,05,k = 9) = 1,83 правосторонней критической 

области.  

Так как | наблТ | = 2,25 > t0,05;9 = 1,83, то нулевая гипо-

теза отвергается, т.е. на 5%-м уровне значимости сделан-

ный прогноз должен быть отвергнут. 

 

Задача 3. По паспортным данным автомобильного 

двигателя расход топлива на 100 км составляет 10 л. В ре-

зультате изменения конструкции двигателя ожидается, 

что расход топлива уменьшится. Для проверки проведены 

испытания 25 случайно отобранных автомобилей с новым 

двигателем. По результатам испытаний получено, что на 

100 км в среднем затрачивается 9,3 л. 

Считая, что расход топлива – Х, на 100 км имеет 

нормальное распределение со средним квадратическим 

отклонением   = 2 л., проверить гипотезу, что изменение 

конструкции не повлияло на расход топлива (на 5%-м 

уровне значимости). 

 

Решение: Исходя из условий задачи, сформулируем 

основную и альтернативную гипотезы: 

Н0: а = (а0 = 10) 

Н1: а < 10 

Так как генеральная дисперсия 2  известна, то выби-

раем статистику:  



nax
U

)( 0
 . 
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Вычисляем наблюдаемое значение критерия (стати-

стики):  



nax
Uнабл

)( 0
 = 75,125

2

103,9



, 

и по таблице функции Лапласа (приложение 3), находим 

критическую точку uкр правосторонней критической обла-

сти из равенства: 

Ф(uкр) = (1 – 2 )/2 = (1 – 2. 0,05) / 2 = 0,45, 

а затем полагают границу левосторонней критической об-

ласти:                             крu = – uкр. = – 1,65. 

Так как наблU  = – 1,75 < – uкр = – 1,65, то на 5%-м 

уровне значимости нулевую гипотезу отвергают. Таким 

образом, можно утверждать (с риском ошибиться в 5% 

случаев), что автомобиль с новым двигателем более эко-

номичен. 

 

Задача 4. Из нормальной генеральной совокупности из-

влечена выборка объема n = 21, и по ней найдена исправлен-

ная выборочная дисперсия s2 = 16,2. Требуется при уровне зна-

чимости 0,01 проверить нулевую гипотезу: Н0: 152

0

2  , 

приняв в качестве конкурирующей гипотезы Н1:  .15.2

0   

 

Решение: Исходя из условий задачи, сформулируем 

основную и альтернативную гипотезы: 

Н0: 152

0

2  , 

Н1:  .15.2

0   

Выбираем статистику:  
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0
2

2
2 )1(




Sn 
 . 

Вычисляем наблюдаемое значение критерия:  

0
2

2
2 )1(




Sn
набл




 = 
6,21

15

2,16)121(




. 

По условию, конкурирующая гипотеза имеет вид 

.15.2

0  , поэтому критическая область – правосторонняя. 

По таблице критических точек распределения  2 (при-

ложение 4), по заданному уровню значимости   = 0,01 и 

числу степеней свободы k = n – 1 = 21 – 1 = 20 находим кри-

тическую точку 
2

кр  (0,01;20) = 37,6.  

Так как  набл
2  = 21,6 <

2

кр = 37,6, то нет оснований 

отвергнуть нулевую гипотезу о равенстве генеральной 

дисперсии гипотетическому значению 152

0  . Другими 

словами, различие между исправленной дисперсией (s2 = 

16,2) и гипотетической генеральной дисперсией ( 152

0  ) 

незначимо. 

 

Задача 5. За смену отказали 15 элементов устройства 1, 

состоящего из 800 элементов и 25 элементов устройства 2, 

состоящего из 1000 элементов. При уровне значимости 0,05 

проверить нулевую гипотезу Н0: р1 = р2 = ро равенстве веро-

ятностей отказа элементов обоих устройств при конкури-

рующей гипотезе Н1: р1 ≠ р2.  

 

Решение: Исходя из условий задачи, сформулируем 

основную и альтернативную гипотезы: 
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 Н0: р1 = р2 = ро 

Н1: р1 ≠ р2. 

Выбираем статистику:  
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Вычисляем наблюдаемое значение критерия:  
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   .  

Uнабл = – 0,89. 

По таблице функции Лапласа (приложение 3) нахо-

дим критическую точку uкр = 1,96 по равенству    

Ф(uкр) = (1 –  )/2 = (1 – 0,05) / 2 = 0,475. 

Так как | наблU  | = 0,89 < uкр = 1,96, то нет оснований 

отвергнуть нулевую гипотезу. Другими словами, вероят-

ности отказа элемента обоих устройств различаются не-

значимо. 

          

4.4. Задания к лабораторно-практической работе 

Вариант 1 

Из нормальной генеральной совокупности с извест-

ным средним квадратическим отклонением   = 40 извле-

чена выборка объема n = 64 и по ней найдена выборочная 

средняя x  = 136,5. Требуется при уровне значимости 0,01 
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проверить нулевую гипотезу Н0: а = а0 = 130 при конкури-

рующей гипотезе Н1: а ≠ 130. 

 

Вариант 2 

Из нормальной генеральной совокупности с извест-

ным средним квадратическим отклонением   = 40 извле-

чена выборка объема n = 64 и по ней найдена выборочная 

средняя x  = 136,5. Требуется при уровне значимости 0,01 

проверить нулевую гипотезу Н0: а = а0 = 130 при конкури-

рующей гипотезе Н1: а > 130. 

 

Вариант 3 

Установлено, что средний вес таблетки лекарства 

сильного действия должен быть равен а0 = 0,50 мг. Выбороч-

ная проверка 121 таблетки полученной партии лекарства 

показала, что средний вес таблетки этой партии x  = 0,53 мг. 

Требуется при уровне значимости 0,01 проверить нулевую 

гипотезу Н0: а = а0 = 0,50 при конкурирующей гипотезе Н1: 

а > 0,50. Многократными предварительными опытами по 

взвешиванию таблеток, поставляемых фармацевтическим за-

водом, было установлено, что вес таблеток распределен нор-

мально со средним квадратическим отклонением   = 0,11 мг. 

 

Вариант 4 

Из нормальной генеральной совокупности сельско-

хозяйственных предприятий, рассматриваемых по показа-

телю урожайности пшеницы, с известным средним квад-

ратическим отклонением   = 9,4 и генеральной средней 

а0 = 38,1, извлечена выборка объема n = 50. По ней найдена 
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выборочная средняя x  = 42. Требуется при 5%-м уровне 

значимости проверить нулевую гипотезу: Н0: а = а0 = 38,1 

при конкурирующей гипотезе Н1: а < 38,1. 

 

Вариант 5 

Составлена случайная выборка из 64 покупателей, 

которые интересовались товаром А. Из них товар А купи-

ли 16 человек. Поставщик утверждает, что данный товар 

должен привлечь в среднем x  = 21 человек, а среднее квад-

ратическое отклонение x  равно одному человеку. Про-

верить нулевую гипотезу Н0: а = а0 = 21 при конкурирую-

щей гипотезе Н1: а > 21, при 5%-м уровне значимости. 

 

Вариант 6 

Составлена случайная выборка из 64 покупателей, 

которые интересовались товаром А. Из них товар А купи-

ли 16 человек. Поставщик утверждает, что данный товар 

должен привлечь в среднем x  = 21 человек, а среднее квад-

ратическое отклонение x  равно одному человеку. Про-

верить нулевую гипотезу Н0: а = а0 = 21 при конкурирую-

щей гипотезе Н1: а < 21, при 5%-м уровне значимости. 

 

Вариант 7 

Средний размер подшипников должен составлять 35 мм. 

Однако для выборки из 82 подшипников он составил 35,3 мм 

при выбранном среднем квадратическом отклонении 0,1 мм. 

При 5%-м уровне значимости проверить гипотезу о том, 

что станок, на котором изготавливают подшипники, не 

требует подналадки. 
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Вариант 8 

Поставщик удобрений утверждает, что применение 

новой партии удобрений обеспечивает урожайность пше-

ницы в 60 ц/га. Удобрения распространили на площади в 

37 га и получили урожай 55 ц/га при выборочном сред-

нем квадратичном отклонении 3 ц/га. При 5%-м уровне 

значимости оценить справедливость утверждения по-

ставщика. 

 

Вариант 9 

Среднесуточная продажа хлеба в течение многих лет 

для данного магазина составила 6 т при среднем квадра-

тичном отклонении 0,05 т. Сегодня магазином было про-

дано 7 т хлеба. Можно ли при 5%-м уровне значимости 

предполагать, что и завтра будет продано 7 т хлеба? 

 

Вариант 10 

Из нормальной генеральной совокупности сельско-

хозяйственных предприятий, рассматриваемых по показа-

телю урожайности пшеницы, с известным средним квад-

ратическим отклонением   = 9,4 и генеральной средней 

а0 = 38,1, извлечена выборка объема n = 50. По ней найдена 

выборочная средняя x  = 42. Требуется при 5%-м уровне 

значимости проверить нулевую гипотезу: Н0: а = а0 = 38,1 

при конкурирующей гипотезе Н1: а > 38,1. 

 

Вариант 11 

Фирма – изготовитель женских украшений, выпу-

стив новый товар, утверждает, что 40% покупателей купят 
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эти украшения. В ходе 10-дневной рекламной распродажи 

в среднем приобрели украшения 29,5% покупателей, вы-

борочное (исправленное) среднее квадратичное отклоне-

ние составило 16,5%. При 5%-м уровне значимости оце-

нить утверждение изготовителя товара.  

 

Вариант 12 

Поставщик двигателей утверждает, что срок их служ-

бы равен 800 ч. Для выборки из 17 двигателей средний 

срок службы оказался равным 865 ч при выборочном (ис-

правленном) среднем квадратичном отклонении 120 ч. Про-

верить нулевую гипотезу при уровне значимости 1%. 

 

Вариант 13 

Из большой партии ананасов одного размера слу-

чайным образом отобрано 36 штук. Выборочная средняя 

масса одной штуки оказалась равной 930 г. Используя дву-

сторонний критерий при   = 0,05, проверить гипотезу, 

что средняя масса одного ананаса составляет 1 кг, если 

среднее квадратичное отклонение неизвестно, а выбороч-

ное (исправленное) составило 250 г. 

 

Вариант 14 

По выборке объема n = 16, извлеченной из нормаль-

ной генеральной совокупности, найдены выборочная 

средняя x  = 118,2 и «исправленное» среднее квадратиче-

ское отклонение S = 3,6. Требуется при уровне значимости 

0,05 проверить нулевую гипотезу Н0: а = а0 = 120 при кон-

курирующей гипотезе Н1: а ≠ 120. 
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Вариант 15 

По выборке объема n = 16, извлеченной из нормаль-

ной генеральной совокупности, найдены выборочная сред-

няя x  = 118,2 и «исправленное» среднее квадратическое 

отклонение S = 3,6. Требуется при уровне значимости 0,05 

проверить нулевую гипотезу Н0: а = а0 = 120 при конкури-

рующей гипотезе Н1: а < 120. 

 

Вариант 16 

Проектный контролируемый размер изделий, изго-

товляемых станком-автоматом, а = а0 = 35 мм. Измерения 

20 случайно отобранных изделий дали следующие ре-

зультаты: 

Контролируемый 

размер хi 

34,8 34,9 35,0 35,1 35,3 

Частота (число изде-

лий mi) 
2 3 4 6 5 

Требуется при уровне значимости 0,05 проверить 

нулевую гипотезу а = а0 = 35 при конкурирующей гипотезе 

Н1: а ≠ 35. 

 

Вариант 17 

Проверить нулевую гипотезу о том, что заданное 

значение а0 = 70 является математическим ожиданием нор-

мально распределенной случайной величины при 5%-м 

уровне значимости для двусторонней критической обла-

сти, если в результате обработки выборки объема n = 10 

получено выборочное среднее  x  = 72, а выборочное сред-

нее квадратическое отклонение s = 5. 
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Вариант 18 

Проверить нулевую гипотезу о том, что заданное 

значение а0 = 90 является математическим ожиданием нор-

мально распределенной случайной величины при 5%-м 

уровне значимости для двусторонней критической обла-

сти, если в результате обработки выборки объема n = 10 

получено выборочное среднее x  = 88, а выборочное сред-

нее квадратическое отклонение s = 6. 

 

Вариант 19 

Проверить нулевую гипотезу о том, что заданное 

значение а0 = 60 является математическим ожиданием нор-

мально распределенной случайной величины при 5%-м 

уровне значимости для двусторонней критической обла-

сти, если в результате обработки выборки объема n = 10 

получено выборочное среднее  x  = 54, а выборочное сред-

нее квадратическое отклонение s = 2. 

 

Вариант 20 

Проверить нулевую гипотезу о том, что заданное 

значение а0 = 84 является математическим ожиданием нор-

мально распределенной случайной величины при 5%-м 

уровне значимости для двусторонней критической обла-

сти, если в результате обработки выборки объема n = 10 

получено выборочное среднее  x  = 80, а выборочное сред-

нее квадратическое отклонение s = 6. 

 

Вариант 21 

Из нормальной генеральной совокупности извлечена 

выборка объема n = 17 и по ней найдена исправленная выбо-

рочная дисперсия S2 = 0,24. Требуется при уровне значимости 
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0,05 проверить нулевую гипотезу Н0:  2 = 2

0  = 0,18 при 

конкурирующей гипотезе Н1:  2 > 0,18. 

 

Вариант 22 

 Из нормальной генеральной совокупности извле-

чена выборка объема   n = 31: 

Варианты xi 10,1 10,3 10,6 11,2 11,5 11,8 12,0 

Частоты mi 1 3 7 10 6 3 1 

Требуется при уровне значимости 0,05 проверить 

нулевую гипотезу Н0:  2 = 2

0 = 0,18 при конкурирующей 

гипотезе Н1:  2 > 0,18. 

 

Вариант 23 

Точность работы станка-автомата проверяется по 

дисперсии контролируемого размера изделий, которая 

должна превышать 2

0  = 0,1. Взята проба из 25 случайных 

отобранных изделий, причем получены следующие ре-

зультаты измерений: 

Контролируемый раз-

мер изделий пробы хi 

 

3,0 

 

3,5 

 

3,8 

 

4,4 

 

4,5 

Частота mi 2 6 9 7 1 

Требуется при уровне значимости 0,05 проверить, 

обеспечивает ли станок требуемую точность.             

 

Вариант 24 

В результате длительного хронометража времени сбор-

ки узла различными сборщиками установлено, что дисперсия 

этого времени 2

0 = 2 мин2. Результаты 20 наблюдений за 

работой новичка таковы: 
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Время сборки одного 

узла в минутах хi 
56 58 60 62 64 

Частота mi 1 4 10 3 2 

Можно ли при уровне значимости 0,05 считать, что 

новичок работает ритмично (в том смысле, что дисперсия 

затрачиваемого им времени существенно не отличается от 

дисперсии времени остальных сборщиков)? 

 

Вариант 25 

Партия изделий принимается, если дисперсия кон-

тролируемого размера значимо не превышает 0,2. Исправ-

ленная выборочная дисперсия, найденная по выборке 

объема n = 121, оказалась равной 3,02 ХS . 

Требуется при уровне значимости 0,01 проверить 

нулевую гипотезу Н0:  2 = 2

0  = 0,2 при конкурирующей 

гипотезе Н1:  2 > 0,2. Можно ли принять партию при 

уровне значимости 0,01? 

 

Вариант 26 

В партии из 500 деталей, изготовленных первым стан-

ком-автоматом, оказалось 60 нестандартных; из 600 дета-

лей второго станка 42 нестандартных. При уровне значи-

мости 0,01 проверить нулевую гипотезу Н0: р1 = р2 = р о ра-

венстве вероятностей изготовления нестандартной детали 

обоими станками при конкурирующей гипотезе Н1: р1 ≠ р2. 

 

Вариант 27 

Для оценки качества изделий, изготовленных двумя 

заводами, взяты выборки n1 = 200 и n2 = 300 изделий. В этих 

выборках оказалось соответственно m1 =20 и m2 = 15 брако-

ванных изделий. При уровне значимости 0,05 проверить 
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нулевую гипотезу Н0: р1 = р2 = р о равенстве вероятностей 

изготовления бракованных изделий обоими заводами при 

конкурирующей гипотезе Н1: р1 > р2. 

 

Вариант 28 

Из 100 выстрелов по цели каждым из двух орудий 

зарегистрировано соответственно m1 = 12 и m2 = 8 прома-

хов. При уровне значимости 0,05 проверить нулевую ги-

потезу Н0: р1 = р2 = р о равенстве вероятностей промаха 

обоих орудий при конкурирующей гипотезе Н1: р1  ≠  р2. 

 

Вариант 29 

Ниже приведены результаты выборочного обследо-

вания двух партий изделий: 

№ партии Число изделий Сумма 

бракованных небракованных 

1 8 92 100 

2 13 287 300 

Сумма 21 379  

При уровне значимости 0,05 проверить нулевую ги-

потезу Н0: р1 = р2 = р о равенстве вероятностей при конку-

рирующей гипотезе Н1: р1 ≠ р2.  Можно ли считать, что доля 

брака в обеих партиях одна и та же? 

 

Вариант 30 

На основе выборки в 100 семян, взятой случайным об-

разом из партии с однородной смесью семян пшеницы, при 

помощи стандартной методики установлена всхожесть 92%. 

При уровне значимости 0,01 проверить нулевую гипотезу, 

что всхожесть всей партии равна 90%, т.е. Н0: р = р0 = 0,9   

при конкурирующей гипотезе Н1: р < р0  = 0,9. 
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ЛАБОРАТОРНО-ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА 5 

ПРОВЕРКА НЕПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ. 

КРИТЕРИЙ ПИРСОНА 

 

Цель работы: освоение алгоритма применения кри-

терия Пирсона для проверки статистических гипотез о 

виде закона распределения. 

 

5.1. Теоретические вопросы 

1. Алгоритм проверки гипотезы о виде закона рас-

пределения. Критерий согласия Пирсона. 

2. Проверка гипотезы о нормальном законе распре-

деления генеральной совокупности по критерию Пирсона. 

 

5.2. Методические рекомендации 

Критерии, с помощью которых проверяется нулевая 

гипотеза о неизвестном законе распределения, называются 

критериями согласия. 

Критерий согласия 2  «хи-квадрат» Пирсона – наи-

более часто употребляемый критерий для проверки гипо-

тезы о законе распределения. 

Пусть необходимо проверить нулевую гипотезу Н0 о 

том, что исследуемая случайная величина Х подчиняется опре-

деленному закону распределения.  

Схема применения критерия 2  для проверки гипо-

тезы Н0 сводится к следующему: 

1. Определяется мера расхождения эмпирических и 

теоретических частот 2 : 





i

ii

np

npm 2
2 )(

 , 
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где mi – эмпирические (опытные) частоты случайной вели-

чины Х; 

npi = m |

i  – теоретические частоты, представляющие произ-

ведение числа наблюдений n на вероятности pi,, рассчитан-

ные по предполагаемому теоретическому распределению. 

2. Выборочная статистика 2  при n  имеет                              

2 – распределение с k = m – s – 1 степенями свободы, где m – 

число интервалов эмпирического распределения, s – чис-

ло параметров теоретического распределения, определяе-

мых по опытным данным. 

Для выбранного уровня значимости   по таблице 
2 – распределения находят критическое значение 2 кр.  

при числе степеней свободы k. 

3. Если фактически наблюдаемое значение 2  боль-

ше критического, т.е. если 2 набл. >
2 кр., то гипотеза Н0 от-

вергается; если 2 набл.   2 кр., то гипотеза Н0 не противо-

речит опытным данным. 

Рассмотрим проверку гипотезы о нормальном за-

коне распределения генеральной совокупности по крите-

рию Пирсона. 

1. Пусть эмпирическое распределение задано в виде 

последовательности равноотстоящих вариант и соответ-

ствующих им частот:     

xi      x1   x2 … xn 

mi m1 m2 … mn 

Требуется, используя критерий Пирсона, проверить 

гипотезу о том, что генеральная совокупность Х распре-

делена нормально. 
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Правило 1. Для того чтобы при заданном уровне 

значимости   проверить гипотезу о нормальном распре-

делении генеральной совокупности, надо:    

1. Вычислить непосредственно (при малом числе 

наблюдений) или упрощенным методом (при большом 

числе наблюдений), например, методом произведений, 

выборочную среднюю вх  и выборочное среднее квадра-

тическое отклонение в . 

2. Вычислить теоретические частоты: 

)( i

в

i u
nh

m 


 , 

где n – объем выборки,  

h – шаг (разность между двумя соседними вариантами),                       

в

вi
i

xx
u




  ,   2

2

2

1
)(

u

eu





 . 

3. Сравнить эмпирические и теоретические частоты 

с помощью критерия Пирсона. Для этого:                      

а) составить расчетную таблицу, по которой находят 

наблюдаемое значение критерия:              





|

2|
2 )(

i

ii
набл

m

mm
 ; 

б) по таблице критических точек распределения 2  

(приложение 4), по заданному уровню значимости   и 

числу степеней свободы k = s – 3 (s –число групп выборки) 

находят критическую точку, кр
2 ( ;k) правосторонней кри-

тической области.                   
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Если набл
2 <

2

кр  – нет оснований отвергнуть гипо-

тезу о нормальном распределении генеральной совокуп-

ности. Другими словами, эмпирические и теоретические 

частоты различаются незначимо (случайно). 

Если набл
2 >

2

кр  – гипотезу отвергают. Другими сло-

вами, эмпирические и теоретические частоты различают-

ся значимо. 

 

Замечание 1. Малочисленные частоты (mi < 30) сле-

дует объединить; в этом случае и соответствующие им 

теоретические частоты также надо сложить. Если произ-

водилось объединение частот, то при определении числа 

степеней свободы по формуле k = s – 3 следует в качестве s 

принять число групп выборки, оставшихся после объеди-

нения частот. 

 

2. Пусть эмпирическое распределение задано в виде 

последовательности интервалов (хi, xi+1) и соответствую-

щих им частот mi, (mi – сумма частот, которые попали в i-й 

интервал). 

Требуется, используя критерии Пирсона, проверить 

гипотезу о том, что генеральная совокупность Х распре-

делена нормально. 

 

Правило 2. Для того чтобы при уровне значимости 

  проверить гипотезу о нормальном распределении ге-

неральной совокупности, надо: 

1. Вычислить, например, методом произведений, вы-

борочную среднюю x и выборочное среднее квадратическое 
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отклонение в , причем в качестве вариант 
*

ix принимают 

среднее арифметическое концов интервала: 

хi = (xi + xi+1)/2. 

2. Пронормировать X, т.е. перейти к случайной ве-

личине Z = (X – *х )/ * , и вычислить концы интервалов: 

zi = (xi  – *х )/ * , zi+1 = (xi+1 – *х )/ * , причем наименьшее 

значение Z, т.е. z1 = –  , а наибольшее, т.е. zs+1 =  . 

3. Вычислить теоретические частоты:  ii nPm  , 

где Рi, = Ф (zi+1) – Ф (zi) – вероятности попадания Х в интер-

валы (xi + xi+1); 

Ф (Z) – функция Лапласа. 

4. Сравнить эмпирические и теоретические частоты 

с помощью критерия Пирсона. Для этого: 

а) составляют расчетную таблицу, по которой нахо-

дят наблюдаемое значение критерия Пирсона: 





|

2|
2 )(

i

ii
набл

m

mm
 ; 

б) по таблице критических точек распределения 2 , 

по заданному уровню значимости   и числу степеней сво-

боды k = s – 3 (s – число интервалов выборки) находят кри-

тическую точку правосторонней критической области 
2

кр  ( ; k). 

Если набл
2 <

2

кр  – нет оснований отвергнуть гипо-

тезу о нормальном распределении генеральной совокуп-

ности.  

Если набл
2 >

2

кр  – гипотезу отвергают. 
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Замечание 2. Интервалы, содержащие малочислен-

ные эмпирические частоты (mi < 5), следует объединить, а 

частоты этих интервалов сложить. Если производилось 

объединение интервалов, то при определении числа сте-

пеней свободы по формуле k = s – 3 следует в качестве s 

принять число интервалов, оставшихся после объедине-

ния интервалов. 

 

5.3. Решение типовых задач 

Задача 1. Используя критерий Пирсона, при уровне 

значимости 0,05 проверить, согласуется ли гипотеза о нор-

мальном распределении генеральной совокупности Х с 

эмпирическим распределением выборки объема n = 200: 

xi 5 7 9 11 13 15 17 19 21 

mi 15 26 25 30 26 21 24 20 13 

 

Решение:  

1. Используя метод произведений, найдем выбороч-

ную среднюю вх = 12,63 и выборочное среднее квадрати-

ческое отклонение в = 4,695. 

2. Вычислим теоретические частоты, учитывая, что 

n = 200, h = 2, в = 4,695, по формуле: 

)(|

i

в

i u
nh

m 


 = )(2,85)(
695,4

2*200
ii uu   . 

Составим расчетную табл. 1:  
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Таблица 1 

i xi 

в

вi
i

xx
u




  )( iu

 
|

im = )(2,85 iu  

1 5 – 1,62 0,1074 9,1 

2 7 – 1,20 0,1942 16,5 

3 9 – 0,77 0,2966 25,3 

4 11 – 0,35 0,3752 32,0 

5 13 0,08 0,3977 33,9 

6 15 0,51 0,3503 29,8 

7 17 0,93 0.2589 22,0 

8 19 1,36 0,1582 13,5 

9 21 1,78 0,0818 7,0 

 

3. Сравним эмпирические и теоретические частоты. 

а) Составим расчетную табл. 2, из которой найдем 

наблюдаемое значение критерия: 



|

2|
2 )(

i

ii
набл

m

mm
 . 

 

Таблица 2 

i mi 
|

im  mi  – 
|

im  (mi  – 
|

im )2 (mi  – 
|

im )2/
|

im  

1 15 9,1 5,9 34,81 3,8 

2 26 16,5 9,5 90,25 5,5 

3 25 25,3 – 0,3 0,09 0,0 

4 30 32,0 – 2,0 4,00 0,1 

5 26 33,9 – 7,9 62,41 1,8 

6 21 29,8 – 8,8 77,44 2,6 

7 24 22,0 2,0 4,00 0,2 

8 20 13,5 6,5 42,25 3,1 

9 13 7,0 6,0 36,00 5,1 

  200   набл
2  = 22,2 
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Из табл. 2 находим набл
2  = 22,2. 

б) По таблице критических точек распределения 2  

(приложение 4), по уровню значимости   = 0,05 и числу 

степеней свободы k = s – 3 = 9 – 3 = 6 находим критическую 

точку правосторонней критической области:  
2

кр  (0.05; 6) = 12,6. 

Так как набл
2 >

2

кр – гипотезу о нормальном распре-

делении генеральной совокупности отвергаем. Другими 

словами, эмпирические и теоретические частоты разли-

чаются значимо. 

 

Задача 2. Используя критерий Пирсона, при уровне 

значимости 0,05 проверить, согласуется ли гипотеза о 

нормальном распределении генеральной совокупности Х 

с эмпирическим распределением выборки объема n = 100, 

приведенным в табл. 1. 

 

Таблица 1 

Номер 

 интервала i 

Граница интервала 
Частота mi 

хi xi+1 

1 3 8 6 

2 8 13 8 

3 13 18 15 

4 18 23 40 

5 23 28 16 

6 28 33 8 

7 33 38 7 

   n  = 100 
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Решение: 

 1. Вычислим выборочную среднюю и выборочное 

среднее квадратическое отклонение методом произведе-

ний. Для этого перейдем от заданного интервального рас-

пределения к распределению равноотстоящих вариант, 

приняв в качестве варианты 


ix среднее арифметическое 

концов интервала: х*1 = (хi + xi+1)/2. В итоге получим рас-

пределение: 


ix        5,5   10,5   15,5   20,5   25,5   30,5   35,5 

                 mi         6       8       15      40       16       8        7 

Выполнив выкладки по методу произведений, най-

дем выборочную среднюю и выборочное среднее квадра-

тическое отклонение: х  = 20,7,   = 7,28. 

3. Найдем интервалы (zi, zi+1), учитывая, что х = 20,7,  
 = 7,28, 1/  = 0,137. Для этого составим расчетную табл. 2 

(левый конец первого интервала примем равным  , а 

правый конец последнего интервала равен  ). 

 

Таблица 2 

i 

Границы 

интервала 
 xхi  



  xхi 1  

Границы интервала 

xi xi+1 

zi = 

(
 xхi )/

  

zi+1 = 

(


  xхi 1 )/
  

1 3 8 – – 12,7   – 1,74 

2 8 13 – 12,7 – 7,7 – 1,74 – 1,06 

3 13 18 – 7,7 – 2,7 – 1,06 – 0,37 

4 18 23 – 2,7 2,3 – 0,37 0,32 

5 23 28 2,3 7,3 0,32 1,00 

6 28 33 7,3 12,3 1,00 1,69 

7 33 38 12,3 – 1,69   
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3. Найдем теоретические вероятности Рi и теорети-

ческие частоты iii PnPm  100| . Для этого составим рас-

четную табл. 3. 

 

Таблица 3 

i 

Границы  

интервала 
Ф(zi) Ф(zi+1) 

Границы интервала 

zi zi+1 

Рi = Ф( zi+1) – 

Ф(zi) 
ii Pn 100  

1 – – 1,74 – 0,5000 – 0,4591 0,0409 4,09 

2 – 1,74 – 1,06 – 0,4591 – 0,3554 0,1037 10,37 

3 – 1,06 – 0,37 – 0,3554 – 0,1443 0,2111 21,11 

4 – 0,37 0,32 – 0,1443 0,1255 0,2698 26,98 

5 0,32 1,00 0,1255 0,3413 0,2158 21,58 

6 1,00 1,69 0,3413 0,4545 0,1132 11,32 

7 1,69  0,4545 0,5000 0,0455 4,55 


 

    1 100 

 

4. Сравним эмпирические и теоретические частоты, 

используя критерий Пирсона: 

а) вычислим наблюдаемое значение критерия Пир-

сона. Для этого составим расчетную табл. 4. Столбцы 7 и 8 

служат для контроля вычислений по формуле:  

  nmm iiнабл )/( |22  

Контроль:   nmm iiнабл )/( |22  = 113,22 – 100 = 13,22 = 

 = набл
2 . Вычисления произведены правильно. 
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Таблица 4 

i mi 
|

im  mi - 
|

im  (mi  – 
|

im )2 (mi – 
|

im )2/
|

im  
2

im  
|2 / ii mm  

1 6 4,09 1,91 3,6481 0,8920 36 8,8019 

2 8 10,37 – 2,37 5,6169 0,5416 64 6,1716 

3 15 21,11 – 6,11 37,3321 1,7684 225 10,6584 

4 40 26,98 13,02 169,5204 6,2833 1600 59,3052 

5 16 21,58 – 5,58 31,1364 1,4428 256 11,8628 

6 8 11,32 – 3,32 11,0224 0,9737 64 5,6537 

7 7 4,55 2,45 6,0025 1,3192 49 10,7692 

  
100 100   

набл
2  = 

13.22 
 113,22 

 

б) по таблице критических точек распределения 2  

(приложение 4), по уровню значимости   = 0,05 и числу 

степеней свободы k = s – 3 = 7 – 3 = 4 (s – число интервалов) 

находим критическую точку правосторонней критиче-

ской области 
2

кр (0,05; 4) = 9,5. 

Так как  набл
2  = 113,22 > 

2

кр = 9,5 – отвергаем гипо-

тезу о нормальном распределении генеральной совокуп-

ности X; другими словами, эмпирические и теоретические 

частоты различаются значимо. Это означает, что данные 

наблюдений не согласуются с гипотезой о нормальном 

распределении генеральной совокупности. 
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5.4. Задания к лабораторно-практической работе 

Вариант 1 

Используя критерий Пирсона, при уровне значимо-

сти 0,05 проверить, согласуется ли гипотеза о нормальном 

распределении генеральной совокупности Х с эмпириче-

ским распределением выборки объема n = 200: 

xi 0,3 0,5 0,7 0,9 1,1 1,3 1,5 1,7 1,9 2,1 2,3 

mi 6 9 26 25 30 26 21 24 20 8 5 

 

Вариант 2 

Дано распределение отклонений диаметров цапф 

передней оси от номинального размера:  

xi 26 29 32 35 38 41 44 47 50 53 

mi 1 4 13 23 22 29 29 16 11 2 

Используя критерий Пирсона, при уровне значимо-

сти 0,05 проверить, согласуется ли гипотеза о нормальном 

распределении генеральной совокупности Х с эмпириче-

ским распределением выборки объема n = 150. 

 

Вариант 3 

Используя критерий Пирсона, при уровне значимо-

сти 0,05 проверить, согласуется ли гипотеза о нормальном 

распределении генеральной совокупности Х – число сде-

лок на фондовой бирже за квартал с эмпирическим рас-

пределением выборки объема n = 400 (инвесторов): 

xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

mi 146 97 73 34 23 10 6 3 4 2 2 
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Вариант 4 

Экзаменационный билет по математике содержит 10 

заданий. Пусть Х – случайная величина числа задач, ре-

шенных абитуриентами на вступительном экзамене. Ре-

зультаты сдачи экзамена по математике для 300 абитури-

ентов таковы: 

xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

mi 13 17 15 35 10 9 40 51 45 33 32 

Используя критерий Пирсона, при уровне значимо-

сти 0,05 проверить, согласуется ли гипотеза о нормальном 

распределении генеральной совокупности Х с эмпириче-

ским распределением выборки. 

 

Вариант 5 

Результаты взвешивания 50 случайным образом отоб-

ранных пачек чая приведены ниже (в граммах): 

150, 147, 152, 148, 149, 153, 151, 150, 149, 147, 153, 151, 152, 151, 

149, 152, 150, 148, 152, 150, 152, 151, 148, 151, 152, 150, 151, 149, 

148, 149, 150, 150, 151, 149, 151, 150, 151, 150, 149, 148, 147, 153, 

147, 152, 150, 151, 149, 150, 151, 153. 

Оценить закон распределения случайной величины 

Х – массы пачки чая – для уровня значимости 5%. 

 

Вариант 6 

 Дано следующее распределение успеваемости 125 

студентов, сдавших три экзамена: 

Число сданных экзаменов xi 0 1 2 3 

Число студентов mi 3 5 47 70 

Проверить гипотезу о биномиальном распределении 

числа сданных экзаменов при α = 0,05. 
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Вариант 7 

При принятии на работу фирма предлагает 4 теста. 

Результаты решения этих тестов десятью претендентами 

приведены ниже:  

Число верно решенных тестов xi 0 1 2 3 4 

Число участников mi 1 2 2 3 2 

Проверить гипотезу о биномиальном распределе-

нии случайной величины Х – числа успешно решенных 

тестов – при α = 0,05. 

 

Вариант 8 

Опыт, состоящий в одновременном подбрасывании 

четырех монет, повторили 100 раз. Эмпирическое распре-

деление дискретной случайной величины Х – числа по-

явившихся «гербов» – оказалось следующим (в первой 

указано число xi выпавших «гербов» в одном бросании 

монет; во второй строке – частоты mi, т.е. число бросаний, 

при которых выпало xi  «гербов»): 

xi 0 1 2 3 4 

mi 8 20 42 22 8 

Проверить гипотезу о биномиальном распределе-

нии случайной величины Х   при α = 0,05. 

 

Вариант 9 

 В библиотеке случайно отобрано 200 выборок по 5 

книг. Регистрировалось число поврежденных книг. В итоге 

получено следующее эмпирическое распределение книг 

(в первой указано число xi поврежденных книг в одной 

выборке; во второй строке – частоты mi, т.е. число выборок, 

содержащих xi поврежденных книг): 
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xi 0 1 2 3 4 5 

mi 72 77 34 14 2 1 

Используя критерий Пирсона, при уровне значимо-

сти 0,05 проверить гипотезу о биномиальном распределе-

нии случайной величины Х – число поврежденных книг – 

при α = 0,05. 

 

Вариант 10 

Произведено n = 100 опытов. Каждый опыт состоял 

из N = 10 испытаний, в каждом из которых вероятность p 

появления события А равна 0,4. В итоге получено следу-

ющее эмпирическое распределение (в первой указано 

число xi появлений события А в одном опыте; во второй 

строке – частота mi, т.е. число опытов, в которых наблюда-

лось xi появлений события А): 

xi 0 1 2 3 4 5 

mi 3 10 27 34 23 8 

Используя критерий Пирсона, при уровне значимо-

сти 0,05 проверить гипотезу о биномиальном распределе-

нии случайной величины Х – число появлений события А – 

при α = 0,05. 

 

Вариант 11 

Масса (в граммах) произвольно выбранных 30 пачек 

полуфабриката «Геркулес» такова: 

503, 509, 495, 493, 489, 485, 507, 511, 487, 495, 506, 504, 507, 511, 

499, 491, 494, 518, 506, 515, 487, 509, 507, 488, 495, 490, 498, 497, 

492, 495. 

Можно ли при уровне значимости α = 0,05 утвер-

ждать, что случайная величина Х – масса пачки – подчи-

нена нормальному закону распределения?  
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Вариант 12 

Результаты исследований удоя 100 коров на молоч-

ной ферме за лактационный период (в ц) (случайная ве-

личина Х) представлены в виде сгруппированного стати-

стического ряда: 

xi 4 – 6 6 – 8 8 – 10 10 – 12 12 – 14 14 – 16 16 – 18 18 – 20 20 – 22 

mi 3 3 6 11 15 20 14 18 10 

Требуется проверить нулевую гипотезу о нормаль-

ном законе распределения удоя коров. Уровень значимо-

сти принять α = 0,05. 

 

Вариант 13 

Используя критерий Пирсона, при уровне значимо-

сти 0,05 проверить, согласуется ли гипотеза о нормальном 

распределении генеральной совокупности Х с заданным 

эмпирическим распределением: 

Номер интер-

вала i 

Граница интервала Частота mi 

xi xi+1 

1 1 3 2 

2 3 5 4 

3 5 7 6 

4 7 9 10 

5 9 11 18 

6 11 13 20 

7 13 15 16 

8 15 17 11 

9 17 19 7 

10 19 21 5 

11 21 23 1 

Cумма   n = 100 
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Вариант 14 

Результаты исследований прочности на сжатие 

(случайная величина Х) – 200 образцов бетона – представ-

лены в виде сгруппированного статистического ряда: 

Интервалы проч-

ности, кг/см2  

Среднее значение 

интервала xi 

Частота mi 

190 – 200 195 10 

200 – 210 205 26 

210 – 220 215 56 

220 – 230 225 64 

230 – 240 235 30 

240 – 250 245 14 

Требуется проверить нулевую гипотезу о нормаль-

ном законе распределения прочности образцов бетона на 

сжатие. Уровень значимости принять α = 0,001. 

 

Вариант 15 

Результаты исследований 1000 экземпляров северной 

сосны по диаметру ствола (случайная величина Х) представ-

лены в виде сгруппированного статистического ряда: 
xi 14 – 18 18 – 22 22 – 26 26 – 30 30 – 34 34 – 38 38 – 42 42 – 46 46 – 50 50 –54 54 – 58 

mi 16 35 100 183 214 197 115 71 36 19 5 

Требуется проверить нулевую гипотезу о нормаль-

ном законе распределения северной сосны по диаметру 

ствола. Уровень значимости принять α = 0,05. 

 

Вариант 16 

Используя критерий Пирсона, при уровне значимо-

сти 0,05 проверить, согласуется ли гипотеза о нормальном 

распределении генеральной совокупности Х с заданным 

эмпирическим распределением: 
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Номер интер-

вала i 

Граница интервала Частота mi 

xi xi+1 

1 6 16 8 

2 16 26 7 

3 26 36 16 

4 36 46 35 

5 46 56 15 

6 56 66 8 

7 66 76 6 

8 76 86 5 

Cумма   n = 100 

 

Вариант 17 

Используя критерий Пирсона, при уровне значимо-

сти 0,05 проверить, согласуется ли гипотеза о нормальном 

распределении генеральной совокупности Х с заданным 

эмпирическим распределением: 

Номер интер-

вала i 

Граница интервала Частота mi 

xi xi+1 

1 5 10 7 

2 10 15 8 

3 15 20 15 

4 20 25 18 

5 25 30 23 

6 30 35 19 

7 35 40 14 

8 40 45 10 

9 45 50 6 

Cумма   n = 120 



107 

Вариант 18 

Результаты исследований 1000 нитей по крепости 

(случайная величина Х) представлены в виде сгруппиро-

ванного статистического ряда: 

Крепость нити Количество нитей 

170 – 180 9 

180 – 190 52 

190 – 200 84 

200 – 210 128 

210 – 220 187 

220 – 230 225 

230 – 240 174 

240 – 250 107 

250 – 260 34 

 n = 1000 

Требуется проверить нулевую гипотезу о нормаль-

ном законе распределения нитей по крепости. Уровень 

значимости принять α = 0,05. 

 

Вариант 19 

Результаты исследований 1000 женщин по росту 

(случайная величина Х) представлены в виде сгруппиро-

ванного статистического ряда: 

Рост, см  Среднее значение 

интервала xi 

Частота mi 

134 – 137 135,5 1 

137 – 140 138,5 4 

140 – 143 141,5 16 

143 – 146 144,5 53 

146 – 149 147,5 121 
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149 – 152 150,5 193 

152 – 155 153,5 229 

155 – 158 156,5 186 

158 – 161 159,5 121 

161 – 164 162,5 53 

164 – 167 165,5 17 

167 – 170 168,5 5 

170 – 173 171,5 1 

  n = 1000 

 Требуется проверить нулевую гипотезу о нормаль-

ном законе распределения женщин по росту. Уровень 

значимости принять α = 0,05. 

 

Вариант 20 

Используя критерий Пирсона, при уровне значимо-

сти 0,05 проверить, согласуется ли гипотеза о нормальном 

распределении генеральной совокупности Х с заданным 

эмпирическим распределением: 

Номер интер-

вала i 

Граница интервала Частота mi 

xi xi+1 

1 – 20 – 10 20 

2 –  10 0 47 

3 0 10 80 

4 10 20 89 

5 20 30 40 

6 30 40 16 

7 40 50 8 

Cумма   n = 300 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

Значение t-критерия Стьюдента 

v 
Уровень значимости α 

v 
Уровень значимости α 

0,10 0,05 0,01 0,10 0,05 0,01 

1 6,3137 12,7062 63,656 18 1,7341 2,1009 2,8784 

2 2,9200 4,3027 9,9250 19 1,7291 2,0930 2,8609 

3 2,3534 3,1824 5,8408 20 1,7247 2,0860 2,8453 

4 2,1318 2,7765 4,6041 21 1,7207 2,0796 2,8314 

5 2,0150 2,5706 4,0321 22 1,7171 2,0739 2,8188 

6 1,9432 2,4469 3,7074 23 1,7139 2,0687 2,8073 

7 1,8946 2,3646 3,4995 24 1,7109 2,0639 2,7970 

8 1,8595 2,3060 3,3554 25 1,7081 2,0595 2,7874 

9 1,8331 2,2622 3,2498 26 1,7056 2,0555 2,7787 

10 1,8125 2,2281 3,1693 27 1,7033 2,0518 2,7707 

11 1,7959 2,2010 3,1058 28 1,7011 2,0484 2,7633 

12 1,7823 2,1788 3,0545 29 1,6991 2,0452 2,7564 

13 1,7709 2,1604 3,0123 30 1,6973 2,0423 2,7500 

14 1,7613 2,1448 2,9768 40 1,6839 2,0211 2,7045 

15 1,7531 2,1315 2,9467 60 1,6706 2,0003 2,6603 

16 1,7459 2,1199 2,9208 120 1,6576 1,9799 2,6174 

17 1,7396 2,1098 2,8982 ∞ 1,6449 1,9600 2,5758 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

Значение F-критерия Фишера при уровне значимости 0,05 

v2 
v1 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 161 199 216 225 230 234 237 239 

2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 

3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 

4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 

5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 

6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 

7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 

8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 

9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 

10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 

11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 

12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 

13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 

14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 

15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 

16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3 

Таблица значений функции Лапласа 

Х    0        1           2    3    4              5     6      7    8    9 

 0,0 0,3989  989  989  988  986  984  982  980  977  973 

 0,1 0,3970  965  961  956  951  945  939  932  925  918 

 0,2 0,3910  902  894  885  876  867  857  847  836  825 

 0,3 0,3814  802  790  778  765  752  739  726  712  697 

 0,4 0,3683  668  653  637  621  605  589  572  555  538 

 0,5  0,3521  503  485  467  448  429  410  391  372  352 

 0,6 0,3332  312  292  271  251  230  209  187  166  144 

 0,7 0,3123  101  079  056  034  011  2989  2966  2943  2920 

 0,8  0,2897  874  850  827  803  780  756  732  709  685 

 0,9 0,2661  637  613  589  565  541  516  492  468  444 

1,0 0,2420  396  371  347  323  299  275  251  227  203 

 1,1 0,2179  155  131  107  083  059  036  012  1989  1965 

 1,2 0,1942  919  895  872  849  826  804  781  758  736 

 1,3 0,1714  691  669  647  626  604  582  561  539  518 

 1,4 0,1497  476  456  435  415  394  374  354  334  315 

 1,5 0,1295  276  257  238  219  200  182  163  145  127 

 1,6 0,1109  092  074  057  040  023  006  0989  0973  0957 

 1,7 0,0941  925  909  893  878  863  848  833  818  804 

 1,8 0,0790  775  761  748  734  721  707  694  681  669 

 1,9 0,0655  644  632  620  608  596  584  573  562  551 

 2,0 0,0541  529  519  508  498  488  478  468  459  449 

 2,1 0,0440  431  422  413  404  396  387  379  371  363 

 2,2 0,0355  347  339  332  325  317  310  303  297  290 

 2,3 0,0283  277  270  264  258  252  246  241  235  229 

 2,4 0,0224  210  213  208  203  198  194  189  184  180 

 2,5 0,0175  171  167  163  158  154  151  147  143  139 

 2,6 0,0136  132  129  126  122  119  116  113  110  107 

 2,7 0,0104  101  099  096  093  091  088  086  084  081 
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 2,8 0,0079  077  075  073  071  069  067  065  063  061 

 2,9 0,0060  058  056  055  053  051  050  048  047  046 

 3,0 0,0044  043  042  040  039  038  037  036  035  034 

 3,1 0,0033  032  031  030  029  028  027  026  025  025 

 3,2 0,0024  023  022  022  021  020  020  019  018  018 

 3,3 0,0017  017  016  016  015  015  014  014  013  013 

 3,4 0,0012  012  012  011  011  010  010  010  009  009 

 3,5 0,0009  008  008  008  008  007  007  007  007  006 

 3,6 0,0006  006  006  006  005  005  005  005  005  004 

 3,7 0,0004  004  004  004  004  004  003  003  003  003 

 3,8 0,0003  003  003  003  003  002  002  002  002  002 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 4 

Таблица значений критерия χ2-Пирсона 

Число 

степеней 

свободы 

Уровень значи-

мости 

Число 

степеней 

свободы 

Уровень значимости 

0,05 0,01 0,05 0,01 

1 3,841 6,635 32 46,194 53,486 

2 5,991 9,210 33 47,400 54,776 

3 7,815 11,345 34 48,602 56,061 

4 9,488 13,277 35 49,802 57,342 

5 11,070 15,086 36 50,998 58,619 

6 12,592 16,812 37 52,192 59,892 

7 14,067 18,475 38 53,384 61,162 

8 15,507 20,090 39 54,572 62,428 

9 16,919 21,666 40 55,758 63,691 

10 18,307 23,209 41 56,942 64,950 

11 19,675 24,725 42 58,124 66,206 

12 21,026 26,217 43 59,304 67,459 

13 22,362 27,688 44 60,481 68,709 

14 23,685 29,141 45 61,656 69,957 

15 24,996 30,578 46 62,830 71,201 

16 26,296 32,000 47 64,001 72,443 

17 27,587 33,409 48 65,171 73,683 

18 28,869 34,805 49 66,339 74,919 

19 30,144 36,191 50 67,505 76,154 

20 31,410 37,566 51 68,669 77,386 

21 32,671 38,932 52 69,832 78,616 

22 33,924 40,289 53 70,993 79,843 

23 35,172 41,638 54 72,153 81,069 

24 36,415 42,980 55 73,311 82,292 
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25 37,652 44,314 56 74,468 83,513 

26 38,885 45,642 57 75,624 84,733 

27 40,113 46,963 58 76,778 85,950 

28 41,337 48,278 59 77,931 87,166 

29 42,557 49,588 60 79,082 88,379 

30 43,773 50,892 61 80,232 89,591 

31 44,985 52,191 62 81,381 90,802 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 5 

Критические значения коэффициента  

корреляции Пирсона 

 

k = n – 2 

Р  

k = n – 2 

Р 

0,05 0,01 0,05 0,01 

5 0,75 0,87 27 0,37 0,47 

6 0,71 0,63 28 0,36 0,46 

7 0,67 0,80 29 0,36 0,46 

8 0,63 0,77 30 0,35 0,45 

9 0,60 0,74 за 0,33 0,42 

10 0,66 0,71 40 0,30 0,39 

11 0,65 0,66 45 0,29 0,37 

12 0,63 0,66 50 0,27 0,35 

13 0,51 0,64 60 0,25 0,33 

14 0,50 0,62 70 0,23 0,30 

15 0,48 0,61 80 0,22 0,28 

16 0,47 0,59 90 0,21 0,27 

17 0,46 0,58 100 0,20 0,25 

18 0,44 0,66 125 0,17 0,23 

19 0,43 0,55 160 0,16 0,21 

20 0,42 0,54 200 0,14 0,18 

21 0,41 0,53 300 0,11 0,15 

22 0,40 0,52 400 0,10 0,13 

23 0,40 0,51 500 0,09 0,12 

24 0,39 0,50 700 0,07 0,10 

25 0,38 0,49 900 0,06 0,09 

26 0,37 0,48 1000 0,06 0,09 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 6 

Критические значения коэффициента корреляции  

рангов Спирмена 

 Р  Р  Р 

n 0,05 0,01 n 

 

0,05 0,01 n 

 

0 05 0,01 

5 0,94 — 17 0,48 0,62 29 0,37 0,48 

6 0,85 — 18 0,47 0,60 30 0,36 0,47 

7 0,78 0,94 19 0,46 0,58 31 0,36 0,46 

8 0,72 0,68 20 0,45 0,57 32 0,36 0,45 

9 0,68 0,83 21 0,44 0,56 33 0,34 0,45 

10 0,64 0,79 22 0,43 0,64 34 0,34 0,44 

11 0,61 0,76 23 0,42 0,53 35 0,33 0,43 

12 0,68 0,73 24 0,41 0,52 36 0,33 0,43 

13 0,56 0,70 25 0,49 0,51 37 0,33 0,43 

14 0,64 0,68 26 0,39 0,50 38 0,32 0,41 

15 0,52 0,68 27 0,38 0,49 39 0,32 0,41 

16 0,60 0,64 28 0,38 0,48 40 0,31 0,40 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 7 

Таблица значений 
),( ntt    

  

n 

0,95 0,99 0,999   

n 

0,95 0,99 0,999 

5 2,78 4,60 8,61 20 2,093 2,861 3,883 

6 2,57 4,03 6,86 25 2,064 2,797 3,745 

7 2,45 3,71 5,96 30 2,045 2,756 3,659 

8 2,37 3.50 5,41 35 2,032 2,720 3,600 

9 2,31 3,36 5,04 40 2,023 2,708 3,558 

10 2,26 3.25 4,78 45 2,016 2,692 3,527 

11 2,23 3,17 4,59 50 2,009 2,679 3,502 

12 2,20 3.11 4,44 60 2,001 2,662 3,464 

13 2,18 3,06 4,32 70 1,996 2,649 3,439 

14 2,16 3.01 4,22 80 1,991 2,640 3,418 

15 2,15 2,98 4,14 90 1,997 2,633 3,403 

16 2,13 2,95 4,07 100 1,984 2,627 3,392 

17 2,12 2,92 4,02 120 1,980 2,617 3,374 

18 2,11 2,90 3,97 ∞ 1,960 2,576 3,291 

19 2,10 2,88 3,92     
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ПРИЛОЖЕНИЕ 8 

Таблица значений ),( nqq   

  
n 

0,95 0,99 0,999   
n 

0,95 0,99 0,999 

5 1,37 2,67 5,64 20 0,37 0,58 0,88 

6 1,09 2,01 3,88 25 0.32 0.49 0.73 

7 0,92 1,62 2,98 30 0,28 0,43 0,63 

8 0,80 1.38 2,42 35 0.26 0.38 0.56 

9 0,71 1,20 2,06 40 0,24 0,35 0,50 

10 0,65 1.08 1,80 45 0,22 0,32 0,46 

11 0,59 0,98 1,60 50 0.21 0,30 0,43 

12 0,55 0.90 1,45 60 0,188 0,269 0,38 

13 0,52 0,83 1,33 70 0,174 0,245 0,34 

14 0,48 0.78 1,23 80 0,161 0,226 0,31 

15 0,46 0,73 1,15 90 0,151 0,211 0,29 

16 0,44 0,70 1,07 100 0,143 0,198 0,27 

17 0,42 0,66 1,01 150 0,115 0,160 0,211 

18 0,40 0,63 0,96 200 0,099 0,136 0,185 

19 0,39 0,60 0,92 250 0,089 0,120 0,162 
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