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 В работе изучается абстрактное линейное дифференциальное 

уравнение соболевского типа с необратимым оператором при 

производной, относительная резольвента которого может иметь 

полиномиальный рост на бесконечности. Установлено существование 

разрешающей аналитической C-полугруппы этого уравнения и 

доказано существование и единственность решения задачи Коши при 

начальных данных из некоторого множества. 

 

 1. Пусть U и F  – банаховы пространства, оператор FUL : линейный и непрерывный, 

т.е. L L ),( FU , а оператор FMM dom:  замкнутый и линейный с областью определения 

Mdom плотной в U .  

 Следуя [1], введем L -резольвентное множество оператора M  

  {)(ML С:  1)( ML L )},( UF . Для )(ML определим правую и, соответственно, 

левую L -резольвенты оператора M  LMLMRL 1)()(    и 1)()(  MLLMLL  . Правая и 

левая L -резольвенты являются аналитическими функциями на L -резольвентном множестве. 

Справедливы правое и, соответственно, левое L -резольвентные тождества [1]: 

)(MR L
 - )(MR L

 = )(   )(MR L
 )(MR L

      (1) 

)(MLL
 - )(MLL

 = )(   )(MLL
 )(MLL

      (2) 

Из равенств (1) и (2) следует коммутируемость операторов  )(MR L
 , )(MR L

 , )(MLL
 , )(MLL

 . 

 Рассмотрим линейное уравнение соболевского типа  

                  .
.

MuuL         (3) 

Уравнение (3) можно редуцировать к паре эквивалентных ему уравнений  

 
.

)( uMR L
 = MuML 1)(          (4) 

и 

 
.

)( uMLL
 = ,)( 1 fMLM           (5) 

рассматриваемых, соответственно, в пространствах U и F. 

 В случае существования обратного оператора  1L уравнение (3) сводится к уравнению  

,
.

Suu         (6) 

где .1MLS   Уравнение вида (6) при условии, что резольвента оператора S имеет не более, чем 

степенной рост на бесконечности, изучалось, например, в работах [2, 3]. В данной статье 

уравнение (3) рассматривается при предположении, что ядро kerL≠{0} и L-резольвента оператора 

M имеет на бесконечности подстепенной рост. 

 2. Пусть );
2

( 


  ,  R и сектор   {,S С: ).(},)arg( ML   

Рассмотрим однопараметрические семейства }0,{ tU t  и }0,{ tF t  линейных операторов, 

действующих в пространствах U и F соответственно, которые определяются равенствами 







Г
n

tn
t

a

e

i
U

)(2

)1(





 dMRL )( ,  





Г
n

tn
t

a

e

i
F

)(2

)1(





.)(  dMLL
               (7) 

Здесь n N, контур  



 . 

 {Г С: ixx  0 tg x, R} ,,S  

00  ,  0 , 0a , направление на Г против часовой стрелки. Далее предполагается, что 

правая и левая L-резольвенты оператора M удовлетворяет условию 

A). Существуют такие числа 0R , 0  и K>0, не зависящее от  , что при R  ))(( ML  
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 При условии A) интегралы в (7) сходятся абсолютно и равномерно относительно 0t , 

поэтому tU L )(U , tF L )(F . Семейства операторов }0,{ tU t  и }0,{ tF t  можно 

рассматривать как реализации семейства линейных ограниченных операторов }0,{ tS t  в 

банаховом пространстве B. Обозначим ,0 CS   C L(B). 

 Определение 1. Однопараметрическое семейство }0,{ tS t  линейных ограниченных 

операторов называется C-полугруппой, если  

 1) ,CSSS stst   .0, ts  

Если при этом выполняется еще условие  

 2) ,0Q  w R такие, что 0t  ,wtt QeS   

то C-полугруппа называется экспоненциально ограниченной. 

 В отличие от принятого определения C-полугруппы [4] здесь не требуется сильной 

непрерывности полугруппы, инъективности оператора C и плотности в B области значений imC 

оператора C. 

 Из условия 1) определения 1 следует, что ,tsst SSSS   в частности .tt CSCS   

 Теорема 1. Семейства  }0,{ tU t  и }0,{ tF t  образуют экспоненциально ограниченные 

C-полугруппы. 

 Доказательство. Для проверки равенства 1) в определении 1 для tU  можно вместо 

контура Г в интегралах (7) взять контур 'Г , полученный параллельным переносом Г вправо, но 

так, чтобы точка a оставалась правее 'Г . Тогда использовав равенство (1) и изменив порядок 

интегрирования, найдем: 
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т.к. по теореме о вычетах  
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Так же можно показать, что 
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Поэтому условие 1) выполняется. Для доказательства неравенства в пункте 2) определения 1 

заметим, что на контуре Г .Re 0   Поэтому, в силу абсолютной сходимости интегралов (7),  
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Аналогично доказывается утверждение для tF с использованием равенства (2).▲
 1
 

                                                 
1
 Знак  ▲ обозначает завершение доказательства. 



 . 

 Для C-полугруппы tU  оператор 0UC   будем обозначать UC , для tF  – ,0FCF   т. е.  
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 3. Уравнения (3), (4) и (5) можно рассматривать как конкретные интерпретации уравнения 

,
.

BvvG         (9) 

где G L(B), оператор  BB dom: B B линеен, замкнут, плотно определен в B, B – банахово 

пространство. 

Решением уравнения (9) назовем функцию );,0([ Cv B) );,0(( C B), 

удовлетворяющую этому уравнению. 

Определение 2. Отображение );,0((   CS L(B)) называется разрешающей С-

полугруппой уравнения (9), если: 

1)  ),0(:S L(B) – C-полугруппа; 

2)  x B  функция xStx t)(  является решением уравнения (9). 

C-полугруппа  ),0(:S L(B) называется аналитической, если она продолжима в 

некоторый сектор комплексной плоскости, содержащий положительную полуось. 

Теорема 2. Существуют разрешающие аналитические экспоненциально ограниченные C-

полугруппы уравнений (4) и (5). 

Доказательство. Искомые C-полугруппы задаются равенствами (7). Интегралы (7) 

допускают аналитическое продолжение в сектор  { С },
2

arg:


   т.к. при Г  и   

0)argcos(arg    и поэтому возможно дифференцирование по параметру под знаком 

интеграла. При любом Uu 0  вектор-функция 0)( uUtu t  удовлетворяет уравнению (4): 

  )()()()(
.

11
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MuuLMLMuMLuMRL   
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 Аналогично проверяется, что 0)( fFtf t  является решением уравнения (5) при любом 

.0 Ff  ▲ 

 Так же как для обычных резольвент [5], для правой и левой L-резольвенты оператора M 

имеют место равенства 
)())(( kL MR = ,))((!)1( 1 kLk MRk       (10) 

)())(( kL ML = .))((!)1( 1 kLk MLk        (11) 

Вычислим оператор UC  для C-полугруппы tU . Для этого воспользуемся замкнутым 

контуром, состоящем из дуги rl  окружности с центром в точке a и радиуса ,Rr  где R – число, 

фигурирующее в условии A), и части rГ  контура Г, содержащейся внутри окружности. Тогда, в 

силу (10), 
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Здесь первый интеграл по rr lГ   вычислен с помощью вычетов с учетом направления по часовой 

стрелке на контуре, предел второго интеграла по rl  в силу условия A) равен нулю. Аналогично 

показывается, что  .))(( nL
aF MLC   

 4. Рассмотрим задачу Коши  

0)0( vv        (12) 

для уравнения (9). Для уравнений (6) и (7) начальное условие (12) сводится, соответственно, к 

виду 

,)0( 0uu        (13) 

.)0( 0ff        (14) 

 Теорема 3. Для любого UCu im0   )im( 0 FCf   задача Коши (13) ((14)) для уравнения (4) 

((5)) разрешима. 

 Доказательство. Пусть UCu im0  , т.е. 00 zCu U  для некоторого .0 Uz   Тогда в силу 

теоремы 2, функция 0)( zUtu t  является решением уравнения (4). Условие (13)  

000
0)0( uzCzUu U   также выполняется. ▲ 

 Так как C-полугруппы U  и F , определяемые равенствами (7), в силу теоремы 2 

экспоненциально ограниченные, то можно вычислить их преобразования Лапласа. Вычислим 

преобразование Лапласа L )(U  С-полугруппы U . Изменив порядок интегрирования и применив 

теорему о вычетах, получим при  ReRe  a  

L )(U = 
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Вычислим в (15) первое слагаемое: 
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Для вычисления последней суммы воспользуемся равенством: 
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  (17) 

Справедливо равенство ),()()()(I 1 MLMaLMRa L
a     в котором оператор, стоящий 

справа, можно считать определенным на всем пространстве U в силу замкнутости M и плотности 

domM в U. 

Если ),(ML  то 1)(  ML  и, следовательно, существует 

 ).()())()((I 11 MaLMLMRa L
a     



 . 

Тогда из (17) следует, что 
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Подставив (18) в (16), получим  
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Из равенства (15) имеем окончательно: L )(U = ).(MRC L
U   Аналогично можно получить 

равенство L )(F = ),(MLC L
F   справедливое при .Re a  

 Лемма 1. При aRe  справедливо неравенство  

max(║L )(U ║,║L )(F ║) ,
Re 0 


Q

    (19) 

где постоянная Q не зависит от  . 

 Доказательство. В силу теоремы 1 0

1
tt eQU  , 0

2
tt eQF  . Тогда  

║L )(U ║ .
Re 0

1

0

Re
1

0






 


 Q

dteeQ
tt  

Аналогично ║L )(F ║ .
Re 0

2

 


Q
 Положив Q=max( 21 ,QQ ), получим неравенство (19). ▲ 

 Вектор }0{\ker0 L  будем называть собственным вектором оператора L. Упорядоченное 

множество ,...},{ 21   векторов из U называется цепочкой M-присоединенных векторов вектора 

0 , если qq ML  1 , ,...1,0q  и }0{\kerLq  , ,...2,1q  [1]. Порядковый номер вектора в 

цепочке называется его высотой, а порядковый номер последнего вектора, в случае конечной 

цепочки, называется высотой этой цепочки. Линейная оболочка M-присоединенных векторов 

оператора L называется его M-корневым линеалом. В [6] доказано, что M-корневой линеал 

оператора L состоит только из M-присоединенных векторов оператора L и нуля. 

 Лемма 2. Если q  M-присоединенный вектор вектора 0  высоты не больше q, то 

.)())(()1( 0
1   

q
LqL

a
q MRMR  Вектор q  M-присоединенный вектор оператора L высоты не 

больше q точно тогда, когда .0)())(( q
LqL

a MRMR   

 Доказательство проводится почти так же, как доказательство аналогичного утверждения в 

[6]. 

 Лемма 3. Длины всех цепочек M-присоединенных векторов оператора L ограничены 

числом n. 

 Доказательство. Пусть 1n  – M-присоединенный вектор вектора 0  высоты  n+1. Тогда 

в силу леммы 2  
1

1
1

0 )1()())(()1( 


  n
n

LnLn MRMR   L )(U 1n , 

где }0{\ker0 L . Отсюда. В силу (19), имеем: 

0 ║L )(U ║ 1 n 0
Re

1 


 n
a

Q



 

при .Re   Следовательно, .00   Что противоречит выбору .0  ▲ 

 Лемма 4. Справедливы равенства  

kerL )(U  imL )(U ={0},    (20) 

kerL )(F  imL )(F ={0}.    (21) 



 . 

 Доказательство. Пусть ненулевой вектор  , принадлежит левой части равенства (20). 

Тогда U  такой, что    )())(( MRMR LnL
a kerL )(U . Следовательно, 

.0))(())(( 22  MRMR LnL
a  В силу леммы 2 это означает, что вектор  является M-

присоединенным вектором оператора L высоты не больше 2n+1. Но по лемме 3 его высота не 

больше n. Поэтому 0)())((    MRMR LnL
a .  

 Пусть  f принадлежит теперь левой части равенства (21). Тогда gMLMLf LnL
a )())((  , 

.Fg  Кроме того .0)())(( fMLML LnL
a   Следовательно, 0))(())(( 22 gMLML LnL

a   или 

,0)())(())(( 122   gMaLMRMR LnL
a  т.е. ker)( 1   gMaL .))(())(( 22 MRMR LnL

a   Это означает 

согласно лемме 2, что вектор gMaL 1)(   является M-присоединенным высоты не больше 2n+1. 

Но его высота не может быть больше n. Поэтому 0))(())(( 1   gMaLMRMR LnL
a  или, применив 

к последнему равенству оператор L,  .0)())((  gMLMLf LnL
a   ▲ 

 Определение 3. Замкнутое множество Ф B  называется фазовым пространством 

уравнения (9), если  

1) любое решение v уравнения (9) лежит в Ф, т.е. 0t  ;)( Фtv   

2) для любого 0v  из некоторого плотного в Ф множества 0Ф  существует единственное 

решение задачи Коши 0)0( vv   для уравнения (9). 

Обозначим  1U  )( 1F  замыкание imL )(U  (imL )(F ). 

Теорема 4. Пусть операторы L и  M удовлетворяют условию A). Тогда 1U  )( 1F  является 

фазовым пространством уравнения (4) ((5)). 

 Доказательство. Если u – решение уравнения (4), то, как показано в [7], ),(ML  

k N 

.)())(( u
dt

d
MRu kkL    

Положив здесь a , nk   и использовав это равенство при    и 1k , получим: 

  u
dt

d
MR

dt

d
aMRu LnnL

a ))(()())((  .)())(())(( u
dt

d

dt

d
aMRMR nLnL    

Отсюда следует, что u imL )(U
1U . Пусть 0u  imL )(U  , т.е. ,)( 00 xMRCu L

U   .0 Ux   

Тогда функция 0)()( xMRUtu Lt
  в силу теоремы 3 является решением задачи Коши 0)0( uu   для 

уравнения (4). Докажем единственность этого решения. Пусть v  – другое решение задачи Коши 

0)0( uv   для уравнения (4). Рассмотрим на [0,t] функцию )()()( svMRUsw Lst
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Следовательно, )()0( tww  , т.е. )()()0()( tvMRCvMRU L
U

Lt
   или 

.0)()()()( 0  tvMRCxMRCMRU L
U

L
U

Lt
  Отсюда 

.0))()()(())()()(( 0  tvtuMRCtvxMRUMRC L
U

LtL
U   



 . 

Поэтому  )()( tvtu  kerL )(U . Кроме того, как показано выше,  )()( tvtu  imL )(U = 

imL )(U . Тогда в силу равенства (20), ).()( tvtu   Доказательство для уравнения (5) проводится 

аналогично. ▲ 
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