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Введение 

Групповой анализ дифференциальных уравнений, открытый 

Софусом Ли в конце ХIX-го века, уже давно является неотъемле-

мой частью аппарата математической физики, но к интегро-

дифференциальным уравнениям применяется сравнительно не-

давно. В то же время интегродифференциальные уравнения яв-

ляются основным математическим аппаратом классической и 

квантовой статистической механики. 

Настоящая монография состоит из двух глав. В первой гла-

ве дается введение в современный групповой анализ дифферен-

циальных уравнений, так что предварительная подготовка в об-

ласти группового анализа от читателя не требуется. Изложение 

ведется на уровне «для пешеходов». Для более глубокого изуче-

ния основ группового анализа рекомендуем обратиться к фун-

даментальным монографиям [8, 16, 17, 71, 76, 77, 58] или учеб-

ному пособию [9]. 

Во второй главе после разъяснения физического смысла  

задачи проводится групповой анализ цепочки уравнений Бого-

любова – Борна – Грина – Кирквуда – Ивона (ББГКИ). Посколь-

ку развитая теория группового анализа интегро-дифференциаль-

ных уравнений на сегодняшний день отсутствует, мы применяем 

для анализа уравнений Боголюбова – Борна – Грина – Кирквуда – 

Ивона прямой эвристический метод, наиболее близкий к клас-

сическому методу Ли – Овсянникова [84]. Расчет проводится 

настолько подробно, чтобы читатель, разобравшийся в материа-

ле первой главы, мог  понять полученные авторами результаты. 

Для читателя, желающего расширить представления о воз-

можностях группового анализа, написаны два приложения. 

Надеемся, что монография будет интересна широкому кру-

гу специалистов в области теоретической и математической фи-

зики, студентов и аспирантов. 
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ГЛАВА 1. ОСНОВЫ ГРУППОВОГО АНАЛИЗА  

МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 

1. Группы Ли в изложении «для пешеходов» 

1.1. Однопараметрическая группа преобразований 

Удобнее всего ввести понятие группы Ли на примере пре-

образования плоскости (𝑥, 𝑦) → (�̅�, �̅�), которое задается следу-

ющими формулами:  

{
�̅� = 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑎),

�̅� = 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑎),
     𝑎 ∈ ℝ.  (1.1) 

Сейчас и в дальнейшем будем считать, что все функции  

обладают достаточной степенью гладкости. 

Потребуем, чтобы наше преобразование обладало следую-

щими свойствами: 

1) Якобиан   𝐽 = |
𝜑𝑥 𝜑𝑦
𝜓𝑥 𝜓𝑦

| ≠ 0 (существование обратного 

преобразования); 

2) выберем параметр 𝑎 так, что  {
�̅�(𝑥, 𝑦, 𝑎 = 0) = 𝑥,

�̅�(𝑥, 𝑦, 𝑎 = 0) = 𝑦,
  → 𝑇0; 

(тождественное преобразование) 

3) ∃𝑇𝑎
−1 – см. п. 1; 

4) определим композицию преобразований: 

(𝑥, 𝑦)
𝑇𝑎
→ (�̅�, �̅�)

𝑇𝑏
→ (�̿�, �̿�) 

{
�̿� = 𝜑(�̅�, �̅�, 𝑎) = 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑐),

�̿� = 𝜓(�̅�, �̅�, 𝑎) = 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑐),
  

где с = f(a, b) – достаточно гладкая функция. 

Очевидна ассоциативность для любых трех преобразова-

ний. 

Если все 4 свойства выполняются, то преобразования обра-

зуют группу, а параметр 𝑎 будет называться групповым пара-

метром. 
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Групповой параметр всегда можно выбрать таким образом, 

чтобы 𝑓(𝑎, 𝑏) = 𝑎 + 𝑏. Таким образом выбранный параметр 

называется каноническим. 

Пример 1. Группа трансляций �̅� = 𝑥 + 𝑎: 

�̿� = �̅� + 𝑎 = 𝑥 + (𝑎 + 𝑏).   (1.2) 

Пример 2. Группа неоднородных растяжений ( – не кано-

нический): 

{
�̅� = 𝛼𝑥,
�̅� = 𝛼𝑚𝑦.

      (1.3) 

Если сделать замену 𝛼 = 𝑒𝑎, очевидно, что этот параметр 

уже будет каноническим, что следует из свойств экспоненты: 

{
�̅� = 𝑒𝑎𝑥,
�̅� = 𝑒𝑚𝑎𝑦;

   𝑇𝑏 ∙ 𝑇𝑎 = 𝑇𝑎+𝑏.   (1.4) 

Другие примеры групп [16] 

 трансляции; 

 растяжения; 

 повороты; 

 группа Галилея; 

 группа Лоренца.  

1.2. Орбита точки и касательное векторное поле 

Вернемся к преобразованию {
�̅� = 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑎),

�̅� = 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑎).
  

Рассмотрим, что произойдет с точкой плоскости при непре-

рывном изменении параметра. 

Очевидно, эта точка будет двигаться по некоторой кривой. 

Эта кривая называется орбитой точки. 

Если 𝜏 – касательный вектор к орбите в начальной точке, то 

его компоненты в декартовых координатах: 

𝜏𝑥 = 𝜉(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝜑

𝜕𝑎
/𝑎=0,   (1.5) 

𝜏𝑦 = 𝜂(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝜓

𝜕𝑎
/𝑎=0.        (1.6) 
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Иначе говоря, в окрестности значения 𝑎 = 0 можно пред-

ставить преобразование плоскости в виде: 

{
�̅� = 𝑥 + 𝑎𝜉(𝑥, 𝑦) + 𝜊(𝑎),

�̅� = 𝑦 + 𝑎𝜂(𝑥, 𝑦) + 𝜊(𝑎).
    (1.7) 

Пара функций (𝜉, 𝜂) называется компонентами касательно-

го векторного поля, а преобразование называется инфинитези-

мальным. 

1.3. Генератор группы 

Генератор группы (инфинитезимальный оператор) – это 

оператор вида �̂� = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕

𝜕𝑦
. 

Другими словами, действие оператора на дифференцируе-

мую функцию 𝐹(𝑥, 𝑦) даст следующий результат: 

�̂�𝐹 = 𝜉
𝜕𝐹

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕𝐹

𝜕𝑦
.     (1.8) 

1.4. Теорема Ли 

Софус Ли доказал теорему, суть которой в следующем: зная 

генератор, можно восстановить полную группу преобразований, 

то есть по бесконечно малому преобразованию можно восстано-

вить конечное преобразование. Для этого нужно решить систе-

му уравнений Ли: 

{

𝑑�̅�

𝑑𝑎
= 𝜉(�̅�, �̅�),     �̅�(𝑎 = 0) = 𝑥,

𝑑�̅�

𝑑𝑎
= 𝜂(�̅�, �̅�);      �̅�(𝑎 = 0) = 𝑦.

        (1.9) 

Более строгую формулировку и доказательство теоремы 

можно найти, например, в [9]. 

Пример 3. Рассмотрим группу поворотов: 

{
�̅� = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑎 + 𝑦𝑠𝑖𝑛𝑎,
�̅� = −𝑥𝑠𝑖𝑛𝑎 + 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑎.

     (1.10) 
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Решим прямую задачу, то есть найдем генератор группы. 

𝜉 =
𝜕�̅�

𝜕𝑎
(𝑎 = 0) = (−𝑥𝑠𝑖𝑛𝑎 + 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑎)/𝑎=0= 𝑦.    (1.11) 

𝜂 =
𝜕�̅�

𝜕𝑎
(𝑎 = 0) = (−𝑥𝑐𝑜𝑠𝑎 − 𝑦𝑠𝑖𝑛𝑎)/𝑎=0= −𝑥.  (1.12) 

Тогда  �̂� = 𝑦
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑥

𝜕

𝜕𝑦
. 

Пример 4. Решим обратную задачу, то есть по генератору 

найдем группу преобразований: 

�̂� = 𝑦
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑥

𝜕

𝜕𝑦
. 

Решаем уравнения Ли: 

{

𝑑�̅�

𝑑𝑎
= �̅�,         �̅�(𝑎 = 0) = 𝑥,

𝑑�̅�

𝑑𝑎
= −�̅�;     �̅�(𝑎 = 0) = 𝑦.

        (1.13) 

Возьмем первое уравнение и еще раз продифференцируем 

по параметру 𝑎: 

𝑑2�̅�

𝑑𝑎2
=
𝑑�̅�

𝑑𝑎
= −�̅� −  уравнение гармонических колебаний. 

Тогда 𝑦 можно найти из первого уравнения дифференциро-

ванием по 𝑎. Получим: 

�̅� =
𝑑�̅�

𝑑𝑎
= −С1𝑠𝑖𝑛𝑎 + С2𝑐𝑜𝑠𝑎.    (1.14) 

Константы найдем, используя начальные условия (1.13). 

Окончательно  получаем группу поворотов: 

{
�̅� = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑎 + 𝑦𝑠𝑖𝑛𝑎,
 �̅� = −𝑥𝑠𝑖𝑛𝑎 + 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑎.

     (1.15) 

Замечание. II способ решения системы уравнений Ли – это 

экспоненциальное отображение, или экспоненцирование век-

торного поля. 

Пусть есть генератор �̂� = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕

𝜕𝑦
. 
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Рассмотрим оператор 𝑒𝑎�̂�(под экспонентой от оператора 

понимается формальный ряд Тейлора для нее): 

𝑒𝑎�̂� = 𝐼 + 𝑎�̂� +
(𝑎�̂�)2

2!
+
(𝑎�̂�)3

3!
+⋯, 

где (�̂�)2– 2-кратное действие оператора на функцию, аналогич-

но для степени n. 

Тогда решение уравнений Ли запишется короче: 

{
�̅� = 𝑒𝑎�̂�(𝑥),

�̅� = 𝑒𝑎�̂�(𝑦).
        (1.16) 

Пример 5. Для трансляций �̂� =
𝜕

𝜕𝑥
. 

Тогда оператор 𝑒𝑎�̂� имеет вид: 

𝑒𝑎�̂� = 𝐼 + 𝑎
𝜕

𝜕𝑥
+
𝑎2

2!

𝜕2

𝜕𝑥2
+⋯+

𝑎𝑛

𝑛!

𝜕𝑛

𝜕𝑥𝑛
+⋯,      (1.17) 

следовательно, его действие на переменную x приводит к транс-

ляции  x+a. 

1.5. Инварианты группы 

Инвариантом группы называется функция 𝐹(𝑥, 𝑦), вид ко-

торой не меняется при групповых преобразованиях: 𝐹(�̅�, �̅�) =

 𝐹(𝑥, 𝑦).  

Критерий инвариантности Ли: Необходимое и достаточ-

ное условие инвариантности заключается в том, что действие 

генератора на функцию должно давать 0: �̂�𝐹 = 0, то есть 

𝜉
𝜕𝐹

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 0. 

Решение последнего  уравнения в частных производных эк-

вивалентно решению обыкновенного дифференциального  урав-

нения характеристики 
𝑑𝑥

𝜉
=
𝑑𝑦

𝜂
. Его решение всегда можно пред-

ставить в виде Φ(𝑥, 𝑦) = C. Функция Φ(𝑥, 𝑦)  называется базис-

ным инвариантом. Следовательно, любая достаточно гладкая 

функция  𝐹(Φ), зависящая от базисного инварианта, также будет 

инвариантом. 
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Пример 6. Группа вращений с генератором �̂� = 𝑦
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑥

𝜕

𝜕𝑦
. 

{
𝜉 = 𝑦,
𝜂 = −𝑥.

 

Уравнение характеристик имеет вид: 
𝑑𝑥

𝑦
=
𝑑𝑦

−𝑥
, 2𝑥𝑑𝑥 + 2𝑦𝑑𝑦 = 0, 𝑑(𝑥2 + 𝑦2) = 0, 𝑥2 + 𝑦2 = 𝐶. (1.18) 

Следовательно, Φ = 𝑥2 + 𝑦2 – инвариант группы. Значит, 

любая функция 𝐹(𝑥2 + 𝑦2) также будет инвариантом группы 

вращений. 

Замечание. Оказывается, для любой однопараметрической 

группы преобразований плоскости можно ввести канонические 

перемененные, а именно: 

(𝑥, 𝑦) → (𝑡, 𝑢), где {
𝑡 = 𝑡(𝑥, 𝑦),

𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦);
  при этом �̂� = 𝜉

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕

𝜕𝑦
→

𝜕

𝜕𝑡
.   (1.19) 

Другими словами любую однопараметрическую группу 

подходящей заменой переменных можно привести к группе 

трансляций. Для доказательства достаточно применить правило 

дифференцирования сложной функции. 

{

𝜕𝐹

𝜕𝑥
=
𝜕𝐹

𝜕𝑡
∙
𝜕𝑡

𝜕𝑥
+
𝜕𝐹

𝜕𝑢
∙
𝜕𝑢

𝜕𝑥
,

𝜕𝐹

𝜕𝑦
=
𝜕𝐹

𝜕𝑡
∙
𝜕𝑡

𝜕𝑦
+
𝜕𝐹

𝜕𝑢
∙
𝜕𝑢

𝜕𝑦
.
      (1.20) 

Тогда: 

�̂� = 𝜉 (
𝜕𝑡

𝜕𝑥
∙
𝜕

𝜕𝑡
+
𝜕𝑢

𝜕𝑥
∙
𝜕

𝜕𝑢
) + 𝜂 (

𝜕𝑡

𝜕𝑦
∙
𝜕

𝜕𝑡
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
∙
𝜕

𝜕𝑢
) = (𝜉

𝜕𝑡

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕𝑡

𝜕𝑦
)
𝜕

𝜕𝑡
+ (𝜉

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

+ 𝜂
𝜕𝑢

𝜕𝑦
)
𝜕

𝜕𝑢
. 

Потребуем, чтобы выполнялись следующие условия: 

{
𝜉
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0,

𝜉
𝜕𝑡

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕𝑡

𝜕𝑦
= 1.

            (1.21) 

Из первого уравнения следует, что 𝑢 – инвариант группы, 

значит, в качестве 𝑢 можно взять базисный инвариант. 

В качестве переменной 𝑡 можно взять любое частное реше-

ние второго уравнения. 
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Пример 7. Группа поворотов с генератором �̂� = 𝑦
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑥

𝜕

𝜕𝑦
. 

Базисный инвариант 𝑢 = 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2. 

Решаем второе уравнение для 𝑡: 

𝑦
𝜕𝑡

𝜕𝑥
− 𝑥

𝜕𝑡

𝜕𝑦
= 1. 

Будем искать такую функцию 𝑡, которая зависит только от 𝑥: 

𝑦
𝑑𝑡

𝑑𝑥
= 1, √𝑟2 − 𝑥2

𝑑𝑡

𝑑𝑥
= 1, 𝑡 = ∫

𝑑𝑥

√𝑟2−𝑥2
= arcsin (

𝑥

𝑟
).   (1.22) 

{
𝑢 = 𝑥2 + 𝑦2,

𝑡 = arcsin (
𝑥

𝑟
) ;
              {

�̅� = 𝑢,
𝑡̅ = 𝑡 + 𝑎.

      (1.23) 

1.6. Обобщение на случай  n-мерного пространства 

Рассмотрим точку n-мерного пространства 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛). 

Рассмотрим преобразование 

𝑥�̅� = 𝜑𝑖(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑎), 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅.    (1.24) 

Генератор группы имеет вид 

�̂� = ∑ 𝜉𝑖(𝑥)
𝑛
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖
, 𝜉𝑖(𝑥) =

𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑎
/𝑎=0. 

Уравнения Ли запишутся следующим образом: 
𝜕𝑥�̅�

𝜕𝑎
= 𝜉𝑖(𝑥1̅̅ ̅, 𝑥2̅̅ ̅, … , 𝑥𝑛̅̅ ̅),   𝑥�̅�(𝑎 = 0) = 𝑥𝑖 . (1.25) 

Инвариант группы: 𝐹(�̅�) = 𝐹(𝑥). 

Условие инвариантности не меняется: �̂�𝐹 = 0, то есть 

𝜉1
𝜕𝐹

𝜕𝑥1
+ 𝜉2

𝜕𝐹

𝜕𝑥2
++⋯+ 𝜉𝑛

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑛
= 0.     (1.26) 

Уравнения характеристик будут выглядеть так: 
𝑑𝑥1

𝜉1
=
𝑑𝑥2

𝜉2
= ⋯ =

𝑑𝑥𝑛

𝜉𝑛
.     (1.27) 

Таких уравнений (n–1). Значит, будет набор из (n–1) базис-

ных инвариантов 𝐽1, 𝐽2, … 𝐽𝑛−1. Следовательно, инвариантом 

группы преобразований n-мерного пространства будет любая 

функция базисных инвариантов 𝐹(𝐽1, 𝐽2, … 𝐽𝑛−1). 
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1.7. Инвариантное многообразие 

Рассмотрим n-мерное пространство, в котором задана си-

стема уравнений: 

{

𝐹1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0,

𝐹2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0,
… 

𝐹𝑠(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0,

   где 𝑠 < 𝑛.     (1.28) 

В такой системе независимых переменных будет n – s. 

Введем следующее требование: 

∀𝑥 𝑅𝑔‖
𝜕𝐹𝑘

𝜕𝑥
‖ = 𝑠, где 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅, 𝑘 = 1, 𝑠̅̅ ̅̅ .   (1.29) 

Тогда в n-мерном пространстве задана (n–s)-мерная гипер-

поверхность, или многообразие размерности (n–s). 

В дальнейшем исходную систему уравнений будем обозна-

чать буквой 𝑀. 

Пример 8.  

В случае n=3, s=1 имеем одно уравнение M: F(x,y,z)=0 – 

уравнение двумерной поверхности в 3-мерном пространстве. 

Введем понятие инвариантной поверхности (инвариантного 

многообразия). 

Пусть n-мерное пространство допускает однопараметриче-

скую группу с генератором �̂� = ∑ 𝜉𝑖(𝑥)
𝑛
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖
. 

Тогда гиперповерхность называется инвариантной относи-

тельно групповых преобразований, если любая ее точка под 

действием преобразований группы движется по этой же поверх-

ности (орбита каждой точки принадлежит самой поверхности). 

Критерий инвариантности многообразия: Необходимое 

и достаточное условие инвариантности заключается в том, что 

действие генератора группы на каждое уравнение системы в 

точках, принадлежащих поверхности, должно давать 0: 

�̂�(𝐹𝑘)/𝑀= 0, 𝑘 = 1, 𝑠̅̅ ̅̅ . 
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Пример 9. M: F = z – x
2 
– y

2
 = 0 – параболоид вращения, 

осью которого является ось 𝑂𝑧. Допускается группа неоднород-

ных растяжений: 

{

𝑥 → 𝑒𝑎𝑥,
𝑦 → 𝑒𝑎𝑦,

𝑧 → 𝑒2𝑎𝑧;

   с генератором �̂� = 𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+𝑦

𝜕

𝜕𝑦
+ 2𝑧

𝜕

𝜕𝑧
.      (1.30) 

Воспользуемся критерием инвариантности: 

�̂�(𝐹)/𝑀= (𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
+ 2𝑧

𝜕

𝜕𝑧
) (𝑧 − 𝑥2 − 𝑦2)/𝑀  = (−2𝑥

2 − 2𝑦2 +

+2𝑧)/𝑀= 2(𝑧 − 𝑥
2 − 𝑦2)/𝑀≡ 0.     (1.31) 

Найдем базисные инварианты: 
𝑑𝑥

𝑥
=
𝑑𝑦

𝑦
=
𝑑𝑧

2𝑧
.           (1.32) 

 
𝑑𝑥

𝑥
=
𝑑𝑧

2𝑧
,
𝑑𝑧

𝑧
= 2

𝑑𝑥

𝑥
, ln|𝑧| = 2 ln|𝑥| + ln|𝐶1|,

𝑧

𝑥2
= 𝐶1.   (1.33) 

Аналогично получим  
𝑑𝑦

𝑦
=
𝑑𝑧

2𝑧
,
𝑧

𝑦2
= 𝐶2. 

Получили 2 базисных инварианта  𝐽1 =
𝑥2

𝑧
, 𝐽2 =

𝑦2

𝑧
. 

Уравнение параболоида теперь можно записать в виде 

1 − 𝐽1 − 𝐽2 = 0 – представление уравнения поверхности через 

базисные инварианты группы. 

 

2. Группы, допускаемые  

дифференциальными уравнениями 

2.1. Вводные замечания 

Обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ) n-го 

порядка – это соотношение, которое связывает между собой не-

зависимую переменную, зависимую переменную и производные 

вплоть до n-го порядка: 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦 ′, 𝑦 ′′, … , 𝑦(𝑛)) = 0. 

Уравнение в частных производных n-го порядка – это урав-

нение, которое связывает между собой набор независимых пе-

ременных, функцию, которая зависит от этих переменных, и 

частные производные до некоторого порядка 𝑝 включительно: 
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𝐹(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑢(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑝) = 0, где 𝑢𝑖 – все-

возможные частные производные i-го порядка. 

Для системы дифференциальных уравнений в дальнейшем 

будем использовать такие обозначения: 

𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚) – набор m зависимых переменных, 

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) – набор n независимых переменных, 

𝑢(1)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑘
, 𝑢(2)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =

𝜕2𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑘
2 , … – всевозможные частные произ-

водные 1-го, 2-го, … порядка (𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅). 

Тогда саму систему дифференциальных уравнений можно 

записать в виде: 

𝐹𝛼(𝑥, 𝑢, 𝑢(1)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑢(2)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , … , 𝑢(𝑝)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 0, 𝛼 = 1, 𝑠̅̅ ̅̅ .        (2.1) 

В дальнейшем рассматриваются системы уравнений, в ко-

торых число уравнений равно числу неизвестных функций:  

s = m. 

Требуется найти все возможные преобразования зависимых 

и независимых переменных, которые оставляют уравнение 

неизменным. При этом производные тоже будут меняться. 

Например, �̅�(1) ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =
𝜕𝑢𝑖̅̅ ̅

𝜕𝑥𝑘̅̅̅̅
, то есть все действия выполняются в но-

вых переменных. 

Если при таких преобразованиях переменных (зависимых и 

независимых) вид уравнения не меняется, то говорят, что урав-

нение инвариантно относительно этой замены, или уравнение 

допускает данную группу преобразований. 

Пример 1. Однородное дифференциальное уравнение пер-

вого порядка 

𝑦 ′ = 𝑓(
𝑦
𝑥⁄ ).           (2.2) 

Это уравнение допускает группу однородных растяжений: 

{
�̅� = 𝑒𝑎𝑥,
�̅� = 𝑒𝑎𝑦,

            (2.3) 

поскольку 
�̅�

�̅�
=
𝑦

𝑥
,
𝜕�̅�

𝜕�̅�
=
𝜕𝑦

𝜕𝑥
. 
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Пример 2. Уравнение теплопроводности ut=uxx, u=u(x, t) 

В физике это уравнение описывает такие процессы как 

диффузия и теплопроводность. 

Очевидно, это уравнение допускает трансляции по пере-

менным x и t и растяжения по u: 

𝑡̅ = 𝑡 + 𝑎, �̅� = 𝑥 + 𝑎, �̅� = 𝑒𝑎𝑢.       (2.4) 

В данном случае это не все допустимые симметрии. 

Задача состоит в том, как вычислить все допустимые пре-

образования. 

Алгоритм такого вычисления дал Софус Ли в последней 

четверти XIX века. Его идея состояла в том, чтобы представить 

себе дифференциальное уравнение (или систему дифференци-

альных уравнений) как многообразие в так называемом продол-

женном пространстве, в котором роль независимых переменных 

играют функции, аргументы и  производные. 

Пример 3. ОДУ первого порядка 𝑦 ′ = 𝑦2 + 𝑥2. 

Рассмотрим трехмерное пространство, в котором 𝑦 ′ играет 

роль третьей координаты.  

Тогда в этом воображаемом продолженном пространстве 

данное дифференциальное уравнение будет уравнением   пара-

болоида вращения.  

Дифференциальное уравнение будет допускать группу пре-

образований, если гиперповерхность в продолженном простран-

стве, соответствующая этому уравнению, будет инвариантным 

многообразием, то есть если орбита любой точки, принадлежа-

щей гиперповерхности, будет принадлежать этой же гиперпо-

верхности.  

Это эквивалентно утверждению: под действием группы 

преобразований любое решение дифференциального уравнения 

будет переходить в его же решение. В частном случае решение 

может переходить само в себя. Такие решения называются ин-

вариантными. 
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2.2. Формулы продолжения 

Рассмотрим задачу вычисления генератора группы преоб-

разований в продолженном пространстве по известному генера-

тору в исходном пространстве зависимых и независимых пере-

менных. 

Пусть есть генератор однопараметрической группы: 

�̂� = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕

𝜕𝑦
.           (2.5) 

Это означает, что когда параметр 𝑎 → 0, можно записать 

формулу инфинитезимального преобразования: 

{
�̅� = 𝑥 + 𝑎𝜉(𝑥, 𝑦) + 𝜊(𝑎),

�̅� = 𝑦 + 𝑎𝜂(𝑥, 𝑦) + 𝜊(𝑎).
           (2.6) 

Тогда инфинитезимальное преобразование производных 

имеет вид: 
𝑑�̅�

𝑑�̅�
=
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝜑𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑦 ′)𝑎 + 𝜊(𝑎),         (2.7) 

𝑑2�̅�

𝑑�̅�2
=
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝜑𝑥𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑦 ′, 𝑦′′)𝑎 + 𝜊(𝑎),         (2.8) 

Необходимо установить связь между функциями 𝜉(𝑥, 𝑦)  и 

 𝜂(𝑥, 𝑦) и функциями 𝜑𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑦 ′), 𝜑𝑥𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑦 ′, 𝑦′′), … . Такая связь 

называется формулой продолжения. 

Пример 4. Для обыкновенного дифференциального урав-

нения 2-го порядка 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦 ′, 𝑦 ′′) = 0 требуется найти второе 

продолжение: �̂�(2). 

Оно будет выглядеть следующим образом: 

�̂�(2) = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝜑𝑥

𝜕

𝜕𝑦′
+ 𝜑𝑥𝑥

𝜕

𝜕𝑦′′
.          (2.9) 

Пример 5. Для уравнения теплопроводности 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 рас-

смотрим подробно, что будет играть роль продолженного про-

странства и как будет выглядеть  второе продолжение. 

В уравнение входят первая производная по времени и вто-

рая – по координате. Это значит, что продолженное простран-

ство должно включать все первые и все вторые производные, то 

есть координатами продолженного пространства будут 
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(𝑡, 𝑢, 𝑥, 𝑢𝑡 , 𝑢𝑥, 𝑢𝑡𝑡 , 𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑡), то есть продолженное пространство 

восьмимерно в то время как исходное пространство трехмерно.  

Генератор группы преобразований имеет вид: 

�̂� = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜏

𝜕

𝜕𝑦
+𝜑

𝜕

𝜕𝑢
.    (2.10) 

а второе продолжение: 

�̂�(2) = �̂� + 𝜑𝑡
𝜕

𝜕𝑢𝑡
+ 𝜑𝑥

𝜕

𝜕𝑢𝑥
+ 𝜑𝑥𝑥

𝜕

𝜕𝑢𝑥𝑥
+ 𝜑𝑡𝑡

𝜕

𝜕𝑢𝑡𝑡
+ 𝜑𝑥𝑡

𝜕

𝜕𝑢𝑥𝑡
. (2.11) 

В общем случае m зависимых и n независимых переменных 

формулы продолжения строятся следующим образом. 

Вначале определим оператор полной частной производной 

функции  𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚, 𝑢(1)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑢(2)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , … , 𝑢(𝑝)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) по пе-

ременной 𝑥𝑖 (правило дифференцирования сложной функции) 

𝐷𝑖 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕𝑓

𝜕𝑢1
∙
𝜕𝑢1

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕𝑓

𝜕𝑢(1,𝑗)
∙
𝜕𝑢(1,𝑗)

𝜕𝑥𝑖
+⋯ , где 𝑢(1,𝑗) =

𝜕𝑢1

𝜕𝑥𝑗
.     (2.12) 

Пример 6. В случае одной зависимой и одной независимой 

переменной: 

𝐷𝑥 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+
𝜕𝑓

𝜕𝑦
∙ 𝑦 ′ +

𝜕𝑓

𝜕𝑦′
∙ 𝑦 ′′ +

𝜕𝑓

𝜕𝑦′
∙ 𝑦 ′′′ +⋯.        (2.13) 

Рассмотрим  далее систему дифференциальных уравнений в 

частных производных вида: 

𝐹𝛼(𝑥, 𝑢, 𝑢(1), 𝑢(2), … , 𝑢(𝑝)) = 0, 𝛼 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ,        (2.14) 

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛),  

𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚). 

Генератор группы преобразований имеет вид: 

�̂� = ∑ 𝜉𝑖(𝑥, 𝑢)
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 +∑ 𝜑𝑗(𝑥, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑢𝑗

𝑚
𝑗=1 .        (2.15) 

Формула n-го продолжения: 

�̂�(𝑝) = �̂� + ∑ 𝜑𝑗
𝐼(𝑥, 𝑢, 𝑢(1), 𝑢(2), … , 𝑢(𝑝))

𝑚
𝑗=1

𝜕

𝜕𝑢𝐼
𝑗,       (2.16) 

где I – мультииндекс (указывает, производную по каким пере-

менным преобразуем), индекс 𝑗 указывает, какую функцию из 

зависимых переменных дифференцируем, 

 𝜑𝑗
𝐼 = 𝐷𝐼(𝜑𝑗 − ∑ 𝜉𝑖 ∙ 𝑢𝑖

𝑗𝑛
𝑖=1 ) + ∑ 𝜉𝑖 ∙ 𝑢𝐼,𝑖

𝑗𝑛
𝑖=1 ,   (2.17) 
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𝐷𝐼 – оператор дифференцирования по мультииндексу, 

𝑢𝑖
𝑗
=
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
, 𝑢𝐼,𝑖
𝑗
=
𝜕𝑢𝐼

𝑗

𝜕𝑥𝑖
           (2.18) 

2.3. Определяющие уравнения 

Критерий инвариантности  

системы дифференциальных уравнений 

Рассматривается система дифференциальных уравнений: 

𝑀: {
𝐹𝛼(𝑥, 𝑢, 𝑢(1), 𝑢(2), … , 𝑢(𝑝)) = 0,

𝛼 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ .
        (2.19) 

Необходимое и достаточное условие того, что данная си-

стема уравнений допускает группу с генератором �̂�, состоит в 

том, что действие n-го продолжения генератора на левые части 

уравнений в точках, принадлежащих многообразию, дает 0: 

�̂�(𝑝)𝐹𝛼/𝑀= 0, 𝛼 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Это уравнение называется определяющим. Рассматривая 

производные как независимые переменные, получим переопре-

деленную систему линейных уравнений в частных производных 

относительно компонент касательного векторного поля, реше-

ние которой определяет все симметрии, допускаемые исходной 

системой уравнений. 

Пример 7. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 – уравнение теплопроводности. 

Запишем его в виде 𝑀: 𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = 0, 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡). 

Следовательно, генератор группы будем искать в следую-

щем виде: 

�̂� = 𝜉(𝑥, 𝑡, 𝑢)
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜏(𝑥, 𝑡, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝜑(𝑥, 𝑡, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑢
.       (2.20) 

Тогда второе продолжение будет выглядеть так: 

�̂�(2) = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜏

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝜑

𝜕

𝜕𝑢
+ 𝜑𝑥

𝜕

𝜕𝑢𝑥
+ 𝜑𝑡

𝜕

𝜕𝑢𝑡
+ 𝜑𝑥𝑥

𝜕

𝜕𝑢𝑥𝑥
+

+𝜑𝑡𝑡
𝜕

𝜕𝑢𝑡𝑡
++𝜑𝑥𝑡

𝜕

𝜕𝑢𝑥𝑡
        (2.21) 
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Подействуем вторым оператором второго продолжения на 

уравнение теплопроводности, при этом все производные рас-

сматриваются как независимые переменные. Тогда ненулевыми 

будут только те слагаемые генератора, в которых идет диффе-

ренцирование по 𝑢𝑡 и 𝑢𝑥𝑥: 

�̂�(2)(𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥) = 𝜑
𝑡 − 𝜑𝑥𝑥.        (2.22) 

Тогда критерий инвариантности запишется так: 

(𝜑𝑡 − 𝜑𝑥𝑥)/𝑢𝑡=𝑢𝑥𝑥= 0.       (2.23) 

Задача свелась к вычислению 𝜑𝑡 , 𝜑𝑥𝑥 и (после замены) 

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥, к получению определяющих уравнений, которые бу-

дут дифференциальными уравнениями относительно 𝜉, 𝜏 и 𝜑. 

По формуле продолжения получим следующее выражение 

для 𝜑𝑡: 

𝜑𝑡 = 𝐷𝑡(𝜑 − 𝜉 ∙ 𝑢𝑥 − 𝜏 ∙ 𝑢𝑡) + 𝜉 ∙ 𝑢𝑥𝑥 + 𝜏 ∙ 𝑢𝑥𝑡,

здесь мультииндекс 𝐼 = (𝑥), 

𝐷𝑡(𝜑) = 𝜑𝑡 +𝜑𝑢𝑢𝑡, 

𝐷𝑡(𝜉) = 𝜉𝑡 + 𝜉𝑢𝑢𝑡, 

𝐷𝑡(𝜏) = 𝜏𝑡 + 𝜏𝑢𝑢𝑡, 

𝐷𝑡(𝑢𝑥) = 𝑢𝑥𝑡, 

𝐷𝑡(𝑢𝑡) = 𝑢𝑡𝑡.                  (2.24) 

Окончательно получаем: 

𝜑𝑡 = 𝜑𝑡 − 𝜉𝑡𝑢𝑥 + (𝜑𝑢 − 𝜏𝑡)𝑢𝑡 − 𝜉𝑢𝑢𝑥𝑢𝑡 − 𝜏𝑢𝑢𝑡
2.     (2.25) 

Для 𝜑𝑥𝑥 получим следующее выражение: 

𝜑𝑥𝑥 = 𝐷𝑥𝐷𝑥(𝜑 − 𝜉 ∙ 𝑢𝑥 − 𝜏 ∙ 𝑢𝑡) + 𝜉 ∙ 𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜏 ∙ 𝑢𝑥𝑥𝑡 ,

мультииндекс 𝐼 = (𝑥𝑥), 

𝐷𝑥(𝜑 − 𝜉 ∙ 𝑢𝑥 − 𝜏 ∙ 𝑢𝑡) = 𝜑𝑥 +𝜑𝑢𝑢𝑥 − 𝜉𝑢𝑥𝑥 − 𝜉𝑥𝑢𝑥 + 𝜉𝑢𝑢𝑥
2 −

𝜏𝑢𝑥𝑡 − 𝜏𝑥𝑢𝑡 −−𝜏𝑢𝑢𝑥𝑢𝑡.          (2.26) 

Действуя аналогично, окончательно получаем: 

𝜑𝑥𝑥 = 𝜑𝑥𝑥 + (2𝜑𝑢𝑥 − 𝜉𝑥𝑥)𝑢𝑥 − 𝜏𝑥𝑥𝑢𝑡 + (𝜑𝑢𝑢 − 2𝜉𝑥𝑢)𝑢𝑥
2 −

2𝜏𝑥𝑢𝑢𝑥𝑢𝑡 − 𝜉𝑢𝑢𝑢𝑥
3 − 𝜏𝑢𝑢𝑢𝑥

2𝑢𝑡 + (𝜑𝑢 − 2𝜉𝑥)𝑢𝑥𝑥 − 2𝜏𝑥𝑢𝑥𝑡 −

3𝜉𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥−𝜏𝑢𝑢𝑡𝑢𝑥𝑥−2𝜏𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥𝑡.                          (2.27) 
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Далее находим разность (𝜑𝑡 − 𝜑𝑥𝑥)/𝑢𝑡=𝑢𝑥𝑥≡ 0 и приравни-

ваем все коэффициенты при одинаковых комбинациях произ-

водных к нулю: 

𝑢𝑥𝑢𝑥𝑡:             −2𝜏𝑢 = 0. 

𝑢𝑥𝑡:                     2𝜏𝑥 = 0.                  (2.28) 

Отсюда следует, что 𝜏 = 𝜏(𝑡). 

𝑢𝑥𝑥
2:                       0 = 0 (верно). 

𝑢𝑥
2𝑢𝑥𝑥:              𝜏𝑢𝑢 = 0 (верно). 

𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥: 2𝜉𝑢 + 2𝜏𝑥𝑢 = 0.               (2.29) 

Следовательно, 𝜉 = 𝜉(𝑥, 𝑡). 

𝑢𝑥𝑥:             𝜑𝑢 − 𝜏𝑡 = −𝜏𝑥𝑥 + 𝜑𝑢 − 2𝜉𝑥.             (2.30) 

Тогда: 

𝑢𝑥
3 :               − 𝜉𝑢𝑢 = 0 (верно). 

𝑢𝑥
2:     𝜑𝑢𝑢 − 2𝜉𝑥𝑢 = 0.                (2.31) 

Тогда 𝜑𝑢𝑢 = 0, 𝜑 = 𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢 + 𝛽(𝑥, 𝑡). 

𝑢𝑥 :                    − 𝜉𝑡 = 2𝜑𝑢𝑥 − 𝜉𝑥𝑥. 

1:                           𝜑𝑡 = 𝜑𝑥𝑥.               (2.32) 

Таким образом, получили общую структуру 𝜏, 𝜉, 𝜑. Имеют-

ся четыре функции, подлежащих определению: 𝜏, 𝑓, 𝛼, 𝛽. Для 

этого воспользуемся системой из последних двух уравнений: 

{
−𝜉𝑡 = 2𝜑𝑢𝑥 − 𝜉𝑥𝑥 , (1)
𝜑𝑡 = 𝜑𝑥𝑥 .                  (2)

                  (2.33) 

Подставив выражения для функций 𝜏, 𝜉, 𝜑 в эти уравнения, 

дальше продолжим расщепление. 

Итак, подставим в (1) уравнение: 

−(
1

2
𝜏𝑡𝑡𝑥 + 𝑓𝑡) ≡ 2𝛼𝑥 − 0.   (𝐼)                (2.34) 

Подставим во (2) уравнение: 

𝛼𝑡𝑢 + 𝛽𝑡 ≡ 𝛼𝑥𝑥𝑢 + 𝛽𝑥𝑥.                (2.35) 

Поскольку 𝛼 и 𝛽 от 𝑢 не зависят, нужно приравнять слага-

емые отдельно при 𝑢 и без 𝑢: 

𝛼𝑡 = 𝛼𝑥𝑥,   (𝐼𝐼)  

𝛽𝑡 = 𝛽𝑥𝑥.   (𝐼𝐼𝐼)                   (2.36) 
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Зная, что 𝛼 = 𝛼(𝑥, 𝑡), можем уравнение (𝐼) проинтегриро-

вать по 𝑥: 

𝛼 = −
1

4
𝜏𝑡𝑡

𝑥2

2
−
1

2
𝑓𝑡(𝑡)𝑥 + 𝜓(𝑡).                (2.37) 

Продифференцируем последнее равенство по 𝑡 и по 𝑥 два-

жды, чтобы воспользоваться уравнением (𝐼𝐼): 

𝛼𝑡 = −
1

8
𝜏𝑡𝑡𝑡𝑥

2 −
1

2
𝑓𝑡𝑡𝑥 + 𝜓𝑡, 

𝛼𝑥 = −
1

4
𝜏𝑡𝑡𝑥 −

1

2
𝑓𝑡, 

𝛼𝑥𝑥 = −
1

4
𝜏𝑡𝑡.                  (2.38) 

Тогда из (𝐼𝐼) получим: 

−
1

8
𝜏𝑡𝑡𝑡𝑥

2 −
1

2
𝑓𝑡𝑡𝑥 + 𝜓𝑡 ≡ −

1

4
𝜏𝑡𝑡, 

−
1

8
𝜏𝑡𝑡𝑡𝑥

2 −
1

2
𝑓𝑡𝑡𝑥 + 𝜓𝑡 +

1

4
𝜏𝑡𝑡 ≡ 0.                (2.39) 

Поскольку функции 𝜏, 𝑓, 𝜓 от 𝑥 не зависят, приравняем сла-

гаемые при одинаковых степенях 𝑥: 

𝑥2: 𝜏𝑡𝑡𝑡 = 0.                  (2.40) 

Тогда 𝜏(𝑡) = 𝑎1 + 𝑎2𝑡 + 𝑎3𝑡
2. 

𝑥:     𝑓𝑡𝑡 = 0.                   (2.41) 

Тогда 𝑓(𝑡) = 𝑏1 + 𝑏2𝑡. 

1:     𝜓𝑡 = −
1

4
𝜏𝑡𝑡.                  (2.42) 

Получим  𝜏𝑡𝑡 = 2𝑎3, 𝜓𝑡 = −
1

2
𝑎3, отсюда 𝜓 = −

1

2
𝑎3𝑡 + 𝐶. 

Осталось найти функцию 𝛽. Оказывается, 𝛽 отделилась от 

всех функций, то есть по уравнению (𝐼𝐼𝐼) можно сказать, что 𝛽 

– любая функция, являющаяся решением того же самого урав-

нения теплопроводности: 𝛽𝑡 = 𝛽𝑥𝑥. 

Итак, еще раз выпишем все, что получилось: 

1) 𝛼 = −
1

4
𝜏𝑡𝑡

𝑥2

2
−
1

2
𝑓𝑡(𝑡)𝑥 + 𝜓(𝑡), 

где 𝜏(𝑡) = 𝑎1 + 𝑎2𝑡 + 𝑎3𝑡
2, 

𝑓(𝑡) = 𝑏1 + 𝑏2𝑡, 
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𝜓 = −
1

2
𝑎3𝑡 + 𝐶. 

2) 𝜉 =
1

2
𝜏𝑡𝑥 + 𝑓(𝑡). 

3) 𝜑 = 𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢 + 𝛽(𝑥, 𝑡),                 (2.43) 

𝛽(𝑥, 𝑡) подчиняется исходному уравнению 𝛽𝑡 = 𝛽𝑥𝑥. 

Подставив найденные выражения для функций 𝜉, 𝜏 и 𝜑 и 

переобозначив переменные, окончательно получим: 

𝜉 = 𝐶1 + 𝐶4𝑥 + 2𝐶5𝑡 + 4𝐶6𝑥𝑡, 

𝜏 = 𝐶2 + 2𝐶4𝑡 + 4𝐶6𝑡
2, 

𝜑 = (𝐶3 − 𝐶5𝑥 − 2𝐶6𝑡 − 𝐶6𝑥
2)𝑢 + 𝛽(𝑥, 𝑡),            (2.44) 

где 𝛽𝑡 = 𝛽𝑥𝑥. 

Таким образом, вычислены компоненты касательного век-

торного поля, то есть найдена полная группа преобразований, 

допускаемая уравнением теплопроводности. Проанализируем 

полученный результат. 

Мы искали однопараметрические группы, но когда нашли 

генератор, то видим, что он содержит 6 произвольных констант 

и 1 произвольную функцию. Значит, на самом деле в общем 

случае получаем 6-параметрическую группу и бесконечномер-

ную группу (поскольку 𝛽 – произвольная функция). Такая бес-

конечномерная группа всегда допускается линейными уравне-

ниями и является тривиальной. Нетривиальная 6-параметриче-

ская  группа, допускаемая уравнением теплопроводности, озна-

чает, что это уравнение допускает 6 однопараметрических  

групп преобразований с базисными  генераторами (поочередно 

приравниваем 5 постоянных к нулю, а шестую постоянную к 

единице). 

𝐶1 = 1: �̂�1 =
𝜕

𝜕𝑥
; 

𝐶2 = 1: �̂�2 =
𝜕

𝜕𝑡
; 

𝐶3 = 1: �̂�3 = 𝑢
𝜕

𝜕𝑢
; 
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𝐶4 = 1: �̂�4 = 𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 2𝑡

𝜕

𝜕𝑡
; 

𝐶5 = 1: �̂�5 = 2𝑡
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑥𝑢

𝜕

𝜕𝑢
; 

𝐶6 = 1: �̂�6 = 4𝑥𝑡
𝜕

𝜕𝑥
+ 4𝑡2

𝜕

𝜕𝑡
− (2𝑡 + 𝑥2)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.              (2.45) 

Каждому генератору соответствует своя группа преобразо-

ваний (свое однопараметрическое преобразование), то есть,  

решив уравнения Ли, можно найти конечные преобразования, 

которые соответствуют каждому генератору. Таким образом, 

получим: 

�̂�1:  �̅� = 𝑥 + 𝑎, 𝑡̅ = 𝑡, �̅� = 𝑢 (трансляция по оси 𝑥); 

�̂�2:  �̅� = 𝑥, 𝑡̅ = 𝑡 + 𝑎, �̅� = 𝑢 (трансляция по времени); 

�̂�3:  �̅� = 𝑥, 𝑡̅ = 𝑡, �̅� = 𝑒
𝑎𝑢 (однородное растяжение по 𝑢); 

�̂�4:  �̅� = 𝑒
𝑎𝑥, 𝑡̅ = 𝑒2𝑎𝑡, �̅� = 𝑢 (неоднородное растяжение по 𝑥 и 𝑡); 

�̂�5:  �̅� = 𝑥 + 2𝑡𝑎, 𝑡̅ = 𝑡, �̅� = 𝑢𝑒
−𝑥𝑎−2𝑡𝑎2(преобразование Галилея); 

�̂�6:  �̅� =
𝑥

1−4𝑡𝑎
, 𝑡̅ =

𝑡

1−4𝑡𝑎
, �̅� = 𝑢√1 − 4𝑡𝑎 ∙ 𝑒

−𝑥2𝑎

1−4𝑡𝑎.            (2.46) 

2.4. Алгебры Ли 

Аппарат алгебр Ли позволяет просто и компактно описать 

n-параметрическую группу преобразований. 

Введем вначале понятие коммутатора двух операторов. 

Коммутатором операторов 𝑋1, 𝑋2  называется разность: 

[𝑋1, 𝑋2] = 𝑋1 ∙ 𝑋2 − 𝑋2 ∙ 𝑋1 ≠ 0 (в общем случае). 

Другими словами, действие коммутатора действует на 

функцию 𝐹 сводится к: 

[𝑋1, 𝑋2](𝐹) = 𝑋1 ∙ 𝑋2(𝐹) − 𝑋2 ∙ 𝑋1(𝐹).               (2.47) 

Теперь рассмотрим (по аналогии с векторным простран-

ством) n-мерное пространство операторов, то есть такое про-

странство 𝐿, в котором можно выбрать n линейно независимых 

базисных операторов {𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛}, и тогда любой другой опе-

ратор этого пространства может быть записан в виде линейной 

комбинации базисных операторов: ∀𝑋 ∈ 𝐿:𝑋 = ∑ 𝐶𝑖 ∙ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 . 
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Теперь можно ввести понятие алгебры Ли. 

Пространство является алгеброй Ли, если оно замкнуто отно-

сительно действия коммутатора, то есть: ∀(𝑋, 𝑌) ∈ 𝐿: [𝑋, 𝑌] ∈ 𝐿. 

Это условие верно и для базисных операторов, поэтому 

можно написать, что для любой пары генераторов ∀(𝑋𝑖 , 𝑋𝑘) из 

базиса коммутатор [𝑋𝑖, 𝑋𝑘] можно представить в виде линейной 

комбинации базисных же операторов: [𝑋𝑖, 𝑋𝑘] = ∑ 𝐶𝑖𝑘
𝑙 ∙ 𝑋𝑙

𝑛
𝑙=1 , где 

𝐶𝑖𝑘
𝑙  – структурные константы алгебры Ли. 

Таким образом, чтобы проверить, является ли набор опера-

торов алгеброй Ли, нужно построить таблицу коммутаторов. 

Важное утверждение состоит в том, что  генераторы допус-

каемых дифференциальными уравнениями однопараметриче-

ских групп преобразований всегда образуют базис алгебры Ли. 

Таким образом, вместо того, чтобы говорить о группе сим-

метрии дифференциального уравнения, можно говорить об ал-

гебре Ли этого уравнения. 

Пусть имеется алгебра Ли. Если в этом множестве можно 

выделить подмножество меньшей размерности, которое само по 

себе образует алгебру Ли, то оно называется подалгеброй. 

3. Возможности группового анализа 

3.1. Интегрирование ОДУ первого порядка 

Практически все методы интегрирования обыкновенных 

дифференциальных уравнений (ОДУ) находят свое обоснование 

в групповом анализе.  

Естественно начать с самого простого случая – с ОДУ пер-

вого порядка, разрешенного относительно производной: 

𝑦 ′ = 𝑓(𝑥, 𝑦). Это уравнение всегда можно переписать в следую-

щем виде: 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0.     (3.1) 
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Софус Ли доказал, что групповой анализ позволяет решать 

такие уравнения двумя способами. 

1  Если данное уравнение допускает группу симметрий с 

генератором �̂� = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕

𝜕𝑦
, то оно имеет интегрирующий мно-

житель следующего вида: 

𝜇 =
1

𝜉𝑀+𝜂𝑁
.       (3.2) 

Это означает, что после умножения уравнения на µ получа-

ем уравнение в полных дифференциалах. 

2. Второй способ решения уравнения – переход к канониче-

ским переменным, когда генератор �̂� сводится к трансляции: 

После перехода к каноническим переменным уравнение пе-

реходит в уравнение с разделяющимися переменными. 

Пример 1. Уравнение 2𝑥𝑦𝑑𝑥 + (𝑦2 − 3𝑥2)𝑑𝑦 = 0. 

Легко увидеть, что оно допускает группу однородных рас-

тяжений: 

{
�̅� = 𝑒𝑎𝑥,
�̅� = 𝑒𝑎𝑦.

        (3.3) 

Генератор этой группы �̂� = 𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
, то есть 𝜉 = 𝑥, 𝜂 = 𝑦. 

1. Строим интегрирующий множитель: 

𝜇 =
1

2𝑥2𝑦+𝑦(𝑦2−3𝑥2)
=

1

𝑦(𝑦2−𝑥2)
.      (3.4) 

Получим после умножения исходного уравнения на µ сле-

дующее: 

2𝑥

𝑦2−𝑥2
𝑑𝑥 +

𝑦2−3𝑥2

𝑦(𝑦2−𝑥2)
𝑑𝑦 = 0, 

𝑃 =
2𝑥

𝑦2−𝑥2
, 𝑄 =

𝑦2−3𝑥2

𝑦(𝑦2−𝑥2)
.      (3.5) 

Легко проверить, что 
𝑑𝑃

𝑑𝑦
=
𝑑𝑄

𝑑𝑥
, в силу чего можно решать  

систему уравнений: 
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{

𝑑𝐹

𝑑𝑥
=

2𝑥

𝑦2−𝑥2
,

     
𝑑𝐹

𝑑𝑦
=

𝑦2−3𝑥2

𝑦(𝑦2−𝑥2)
,
        (3.6) 

и получить общее решение 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑛 |
𝑦3

𝑦2−𝑥2
| = 𝐶. 

2. Перейдем к каноническим переменным. 

{
𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑦

𝑑𝑢

𝑑𝑦
= 0,

𝑥
𝑑𝑡

𝑑𝑥
+ 𝑦

𝑑𝑡

𝑑𝑦
= 1.

        (3.7) 

Решаем первое уравнение системы и получаем: 
𝑑𝑥

𝑥
=
𝑑𝑦

𝑦
, 𝑙𝑛|𝑥| = 𝑙𝑛|𝑦| + 𝐶, 𝑢 = 𝐶 =

𝑦

𝑥
.      (3.8) 

Для решения второго уравнения системы возьмем в каче-

стве t следующее частное решение: t= t(x). Тогда получим сле-

дующее уравнение с очевидным частным решением: 

𝑥
𝑑𝑡

𝑑𝑥
= 1, 𝑡 = 𝑙𝑛|𝑥|.     (3.9) 

Делаем подстановку 𝑦 = 𝑥 ∙ 𝑢(𝑥) в исходное уравнение: 

2𝑥2𝑢𝑑𝑥 + (𝑥2𝑢2 − 3𝑥2)(𝑢𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑢) = 0. (3.10) 

Раскрывая скобки и учитывая, что 𝑑𝑡 =
𝑑𝑥

𝑥
, окончательно 

получим уравнение с разделяющимися переменными: 

(𝑢3 − 𝑢)𝑑𝑡 + (𝑢2 − 3)𝑑𝑢 = 0,      (3.11) 

интегрирование которого с последующим переходом к пере-

менным (𝑥, 𝑦) дает общее решение исходного уравнения. 

3.2. Интегрирование ОДУ второго порядка 

В случае обыкновенного дифференциального уравнения 

второго порядка, разрешенного относительно второй производ-

ной: 𝑦′′ = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′), действуют следующим образом. 

Пусть это уравнение допускает однопараметрическую 

группу с генератором: 

�̂� = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂

𝜕

𝜕𝑦
.       (3.12) 
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Тогда переходом к каноническим переменным порядок 

уравнения можно понизить на единицу. 

Если уравнение допускает двумерную алгебру Ли: 

�̂�1 = 𝜉1
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂1

𝜕

𝜕𝑦
, 

�̂�2 = 𝜉2
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂2

𝜕

𝜕𝑦
,          (3.13) 

то уравнение можно проинтегрировать полностью по алгоритму 

Ли, то есть перейти к каноническим переменным, что приведет 

алгебру Ли к одной из четырех стандартных форм. В новых пе-

ременных уравнение также примет одну из четырех стандарт-

ных форм, каждая из которых легко интегрируется [9]. 

3.3. Интегрирование уравнений в частных производных 

Перейдем к интегрированию уравнений в частных произ-

водных. Для определенности будем все объяснять на примере  

уравнения  второго порядка для функции двух переменных: 

𝐹(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑡 , 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑡𝑡, 𝑢𝑡𝑥) = 0.       (3.14) 

Пусть уравнение допускает группу симметрий с генерато-

ром: 

�̂� = 𝜉(𝑥, 𝑡, 𝑢)
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜏(𝑥, 𝑡, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜑(𝑥, 𝑡, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑢
.    (3.15) 

Тогда можно, решая уравнения Ли, получить конечные 

преобразования: 

{
�̅� = �̅�(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑎),
𝑡̅ = 𝑡̅(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑎),
�̅� = �̅�(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑎).

       (3.16) 

Появляются 2 возможности. 

1. Можно «размножать» решения, поскольку группа всегда 

одно решение переводит в другое решение. Этот алгоритм до-

статочно прост. 

Пусть известно какое-либо решение u = Ф(x,t). 
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Тогда в новых переменных эту формулу можно переписать 

так: 

�̅� = 𝛷(�̅�, 𝑡̅).        (3.17) 

Теперь подставим в это равенство явные выражения, кото-

рые связывают новые переменные и старые: 

�̅�(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑎) = 𝛷(�̅�(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑎), 𝑡̅(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑎)).   (3.18) 

Это уравнение уже можно разрешить относительно u, и тем 

самым получим новое решение. 

Пример 2. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 – уравнение теплопроводности. 

Возьмем ранее найденный генератор �̂�5: 

�̂�5 = 2𝑡
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑥𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.       (3.19) 

Уравнения Ли представляют собой следующую систему: 

{
 
 

 
 
𝑑�̅�

𝑑𝑎
= 2𝑡̅,      �̅�(𝑎 = 0) = 𝑥,

𝑑𝑡̅

𝑑𝑎
= 0,        𝑡̅(𝑎 = 0) = 𝑡,

𝑑�̅�

𝑑𝑎
= −�̅��̅�, �̅�(𝑎 = 0) = 𝑢.

     (3.20) 

Решение этой системы дает следующие конечные преобра-

зования: 

{

�̅� = 2𝑡𝑎 + 𝑥,
𝑡̅ = 𝑡,

�̅� = 𝑢𝑒−𝑥𝑎−𝑡𝑎
2
.

       (3.21) 

Получили преобразование Галилея. 

Тогда получим после подстановки следующее равенство: 

𝑢𝑒−𝑥𝑎−𝑡𝑎
2
= 𝛷(2𝑡𝑎 + 𝑥, 𝑡).     (3.22) 

Теперь задавая функцию Φ, можно «размножать» решения. 

К примеру, пусть Φ = 1. Тогда получим новое решение в 

таком виде: 

𝑢 = 𝑒𝑥𝑎+𝑡𝑎
2
.       (3.23) 

То есть имея тривиальное решение 1, получаем  решение 

нетривиальное. 

Таким образом, решения можно «размножать» с помощью 

каждого генератора. 
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2. Инвариантные решения. 

Сначала найдем инварианты группы: 

𝜉
𝜕𝐽

𝜕𝑥
+ 𝜏

𝜕𝐽

𝜕𝑡
+𝜑

𝜕𝐽

𝜕𝑢
= 0.      (3.24) 

Для этого составляем уравнения характеристик: 
𝑑𝑥

𝜉
=
𝑑𝑡

𝜏
=
𝑑𝑢

𝜑
.      (3.25) 

В результате получим два базисных инварианта: 𝐽1, 𝐽2. 

Теперь делается простой шаг – переход от переменных 

(𝑢, 𝑥, 𝑡) к базисным инвариантам (𝐽1, 𝐽2): (𝑢, 𝑥, 𝑡) → (𝐽1, 𝐽2). В 

этом случае ищется один базисный инвариант как функция дру-

гого: 𝐽1 = 𝑓(𝐽2). В результате уменьшается число переменных. 

В самых простых случаях можно свести уравнение в част-

ных производных к обыкновенному дифференциальному урав-

нению. 

Далее составляется уравнение для функции 𝑓, оно уже бу-

дет ОДУ. 

Если это ОДУ решается аналитически, то получим группо-

вое инвариантное решение в аналитической форме, либо решим 

ОДУ  численно, что значительно проще, чем численное решение 

уравнения в частных производных. 

Пример 3. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 – уравнение теплопроводности с гене-

ратором 

�̂�5 = 2𝑡
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑥𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.     (3.26) 

Посмотрим, к каким инвариантным решениям приводит 

этот генератор, то есть будем искать решения, инвариантные 

относительно группы Галилея. 

Составляем формальные уравнения для инвариантов  

группы: 
𝑑𝑥

2𝑡
=

𝑑𝑢

−𝑥𝑢
=
𝑑𝑡

(0)
.       (3.27) 

Интегрирование первого уравнения даст 𝐶 = 𝑢𝑒
𝑥2

4𝑡 . 
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Тогда в качестве базисных инвариантов возьмем 𝐽1 = 𝑡  

(поскольку время не преобразуется). 

Тогда для 𝐽1 = 𝑓(𝐽2) в качестве 𝑓(𝑡) возьмем 𝑓(𝑡) = 𝑢𝑒
𝑥2

4𝑡 . 

Значит, 𝑢 = 𝑒−
𝑥2

4𝑡 ∙ 𝑓(𝑡). 

Продифференцировав по 𝑡 и дважды по 𝑥, а затем подста-

вив все в исходное уравнение теплопроводности, получим урав-

нение относительно функции 

𝑓: 
𝑑𝑓

𝑑𝑡
+
𝑓

2𝑡
= 0.       (3.28) 

Решение последнего уравнения  имеет вид 𝑓(𝑡) =
С

√𝑡
. 

Окончательно для u получим следующее выражение: 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
С

√𝑡
∙ 𝑒−

𝑥2

4𝑡 .      (3.29) 

Итак, получили решение, инвариантное относительно груп-

пы преобразований Галилея. 

Пример 4. Возьмем два генератора �̂�1, �̂�2 уравнения тепло-

проводности 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥: 

�̂�1 =
𝜕

𝜕𝑥
, �̂�2 =

𝜕

𝜕𝑡
.      (3.30) 

Рассмотрим их линейную комбинацию: 

�̂� = �̂�1 + 𝐶�̂�2 =
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝐶

𝜕

𝜕𝑡
.    (3.31) 

Найдем инварианты этого генератора: 
𝑑𝑥

1
=
𝑑𝑡

𝐶
.       (3.32) 

Получим 𝐶1 = 𝑥 −
𝑡

𝐶
. При этом 𝑢 не меняется: �̅� = 𝑢. 

Итак, обозначив 𝐶 =
1

𝑎
, окончательно получим следующие  

2 инварианта: 

𝐽1 = 𝑥 − 𝑎𝑡, 𝐽2 = 𝑢.      (3.33) 

Будем искать 𝑢 = 𝑓(𝑥 − 𝑎𝑡)  (бегущая волна) 

Подставляем это выражение  в уравнение теплопроводно-

сти, обозначив 𝑧 = 𝑥 − 𝑎𝑡: 

𝑢𝑥 = 𝑢𝑧 ∙ 𝑧𝑥 = 𝑢𝑧, 
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𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝑧𝑧, 

𝑢𝑡 = 𝑢𝑧 ∙ 𝑧𝑡 = 𝑢𝑧 ∙ (−𝑎), 

−𝑎𝑢𝑧 = 𝑢𝑧𝑧 .                    (3.34) 

Получаем ОДУ для u, которое легко решается понижением 

порядка путем введения замены переменной 𝑢𝑧 = 𝐹(𝑧), 𝑢𝑧𝑧 = 𝐹𝑧. 

Тогда получим: 

−𝑎𝐹 = 𝐹𝑧, 𝐹 = 𝐶1 ∙ 𝑒
−𝑎𝑧; 

𝐶1 ∙ 𝑒
−𝑎𝑧 = 𝑢𝑧, 𝑢 = −

𝐶1

𝑎
𝑒−𝑎𝑧 + 𝐶2.             (3.35) 

Переобозначив константы, получим в итоге: 

𝑢 = 𝐴𝑒−𝑎𝑧 + 𝐵 = 𝐴𝑒−𝑎(𝑥−𝑎𝑡) + 𝐵.              (3.36) 

Таким образом, получили еще одно групповое инвариант-

ное решение. Ясно что,  можно построить бесконечно много ин-

вариантных решений. Все ли полученные инвариантные реше-

ния будут разными? На самом деле,  многие из них будут связа-

ны друг с другом заменой переменных. 

Поэтому задача состоит в том, чтобы найти все возможные 

существенно различные инвариантные решения. 

Для решения этой задачи разработан аппарат оптимальной 

системой подалгебр и программа подмодели. Заинтересованно-

му читателю рекомендуем монографию [24]. 
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ГЛАВА 2. ГРУППОВОЙ АНАЛИЗ  

УРАВНЕНИЙ БОГОЛЮБОВА – БОРНА –  

ГРИНА – КИРКВУДА – ИВОНА 

1. Мотивация исследования 

Известно, что для создания новых перспективных материа-

лов необходимо уметь предсказывать их макроскопические ха-

рактеристики. Для расчета термодинамических характеристик 

равновесных многочастичных систем необходимо развитие ме-

тодов приближенного расчета статистических сумм или частич-

ных функций распределения. Частичные функции распределе-

ния подчиняются системе интегродифференциальных уравне-

ний Боголюбова – Борна – Грина – Кирквуда – Ивона, допуска-

ющей приближенные решения по теории возмущений в случае 

низкой плотности или слабого взаимодействия. 

В случае отсутствия малых параметров вместо цепочки 

ББГКИ строятся приближенные интегральные уравнения для 

расчета частичных функций распределения, в основном для пар-

ной корреляционной функции. На сегодняшний день известно 

несколько десятков таких уравнений. Наиболее известными в 

силу широкой применимости являются уравнения Перкуса –

Йевика, гиперцепное и суперпозиционное. За исключением урав-

нения Перкуса – Йевика, приближенные интегральные уравне-

ния не допускают аналитического решения даже для простей-

ших потенциалов твердых сфер и прямоугольной ямы и потому 

решаются численно. Известно, что численные методы решения 

интегральных уравнений являются трудоемкими. Кроме того, 

наиболее известные приближенные интегральные уравнения не 

удовлетворяют условию термодинамической согласованности. 

Альтернативным подходом является применение числен-

ных методов молекулярной динамики и метода Монте-Карло 

или их разновидностей. Данные методы также являются трудо-

емкими и ресурсозатратными. Поэтому актуальным является со-
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здание новых аналитических методов приближенного расчета 

статистических сумм и частичных функций распределения. 

Из квантовой теории поля известно, что решения, получен-

ные по теории возмущений, могут быть улучшены на основе ме-

тода ренормгруппы, таким образом, что улучшенное решение 

будет справедливым и при значениях «малого» параметра по-

рядка единицы. В работах Ковалева, Ширкова и Пустовалова 

[12, 13, 61–67] метод ренормгруппы был развит для дифферен-

циальных и интегродифференциальных уравнений математиче-

ской физики. Анализ литературы показал, что к цепочке уравне-

ний ББГКИ данный метод не применялся. Для построения ре-

нормгруппы необходимо исследовать возможности классиче-

ского группового анализа Ли применительно к системе уравне-

ний ББГКИ. 

Для достижения поставленной цели необходимо решить 

следующие задачи: 

1. Вычислить точечные симметрии классической цепочки 

ББГКИ. 

2. Вычислить точечные симметрии цепочки ББГКИ, вклю-

чив в множество независимых переменных плотность и темпе-

ратуру. 

3. Исследовать полученные группы на возможность по-

строения ренормгурппы. 

4. Исследовать полученные ренормгруппы на предмет по-

строения улучшенных по сравнению с теорией возмущений ре-

шений. 

2. Микроскопические модели жидкого состояния 

Читателю, желающему получить более детальное представ-

ление о современной теории жидкостей, рекомендуем работы 

[1–7, 18–26, 28, 78]. 

На сегодняшний день основным аппаратом описания рав-

новесных и неравновесных свойств жидкостей является аппарат 
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статистической механики. Согласно ее положениям, для описа-

ния системы (*) из N-взаимодействующих химически стабиль-

ных частиц (N~6.022·10
23

) в объеме V при температуре T, необ-

ходимо воспользоваться теоремой Лиувилля [2] и решить урав-

нение 

3

1 1

j jN
i i

j j
i j i i

dq dp d

t dt dt dtq p

   

 

   
   
    


, (2.1) 

где ),..,..( 11 tppqq NN


   – функция распределения частиц с 

обобщенными импульсами и координатами ( ii pq


, ). Случай за-

висимости ρ от времени рассматривает физическая кинетика [3]. 

Случай независимости ρ от времени рассматривает равновесная 

статистическая механика [1]. 

Рассмотрим состояние равновесия классической системы 

частиц с парным взаимодействием (*). Гамильтониан такой си-

стемы имеет вид  

2

1

1

( .. )
2

N
i

N N
ii

p
H U r r

m

 
,        (2.2) 

где 
ii mp


,  – импульс и масса i-ой частицы, UN – потенциальная 

энергия системы N частиц. Тогда, в случае канонического рас-

пределения, которое мы берем за основу в дальнейшем, плот-

ность вероятности нахождения системы в равновесном состоянии  

1
H

N

e
Z






.    (2.3) 

Нормировочный множитель NZ  в статистической механике 

называется статистической суммой и определяется как 

H

NZ e dГ


  .   (2.4) 
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Рассмотрим случай простых классических жидкостей. В 

этом случае потенциальную энергию системы удобно записать в 

виде последовательности UN = U(1)+U(2)+U(3)+..., где первый 

член – потенциальная энергия одной частицы без учета взаимо-

действия с другими, второй член потенциальная энергия парных 

взаимодействий и т.д. В состоянии равновесия, вдали от фазо-

вых переходов, основной вклад в уравнения состояния вносит 

парный потенциал [4]. На рисунке 1 представлен типичный пар-

ный потенциал взаимодействия простых жидкостей. 

 
 

Рис. 1. Потенциал: U0 – глубина ямы,  

rm – расстояние до минимума потенциала 

 

Область потенциала можно разделить на три основных ча-

сти, а именно: 

1. Область отталкивания – область, в которой действуют 

обменные и кулоновские силы. 

2. Промежуточная область с глобальным потенциальным 

минимумом, в котором преобладают электростатические, об-

менные, обменно-поляризационные силы, а также возможен пе-

ренос зарядов. 
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3. Область притяжения – область с преобладающими элек-

тростатическими мультипольными, индукционными, дисперси-

онными силами. На сверхдальних расстояниях преобладают ре-

лятивистские вклады в электростатическое взаимодействие и 

запаздывающий электронный потенциал. 

Модельные межмолекулярные потенциалы. Модельные 

потенциалы разделяются по количеству участников взаимодей-

ствия и по набору параметров, характеризующих это взаимодей-

ствие. В самом простом случае – случае простых жидкостей – 

потенциал U(r) парный и изотропный. Для таких систем доста-

точно двух и более параметров для описания взаимодействия. В 

случае двух параметров типичный потенциал (рис. 1) имеет гло-

бальный минимум в области 2 и расстояние до этого минимума. 

Эти характеристики и вводятся как параметры.  

Потенциал, описывающий свойства благородных газов – 

потенциал Леннарда – Джонса, его общий вид  

( ) n m
n m

A B
U R

R R
 

.       (2.5) 

Самое большое распространение получила его форма «12-6» 

12 6

( ) 4U R
R R

 

    
           ,       (2.6) 

где ε – глубина потенциальной ямы, σ – диаметр частицы. Член 

m = 16 учитывает дисперсионное диполь-дипольное взаимодей-

ствие. Выбор n = 12 обусловлен математическим удобством. 

Термодинамический потенциал, соответствующий канони-

ческому ансамблю, есть свободная энергия Гельмгольца: 

F = UN – TS,     (2.7) 

где U и S – потенциальная энергия и энтропия системы. Связь 

полученной плотности вероятности с уравнением состояния  

осуществляется через статистическую сумму, а именно: 

F = –θlnZN .    (2.8) 
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В природе чаще всего мы имеем дело с классическими 

жидкостями (вода, ее растворы, расплавы металлов, солей, по-

лимеров и т.д.). Квантовые жидкости встречаются гораздо реже. 

Яркими примерам таких жидкостей могут служить ферми- и  

бозе-жидкости – два изотопа гелия (
3
He, 

4
He). 

В настоящей работе рассматриваются исключительно клас-

сические системы. 

3. Система уравнений Боголюбова – Борна – 

Грина – Кирквуда – Ивона 

Как известно, точный расчет статистической суммы возмо-

жен лишь для небольшого количества модельных систем, в ос-

новном идеальных . Поэтому в качестве альтернативного метода 

в работах Боголюбова, Борна, Грина, Кирквуда, Ивона [1] был 

введен метод частичных функций распределения, которые для 

рассматриваемой в настоящей работе системы определяются 

как: 

,
,

1
( )

2
3

1 3
1 2 1( , ,..., ) ...

i j

i j
i j

r

s

ss s N
Q

V
F r r r e dq dq

Z












 
,  

(3.1)
 

где ZQ – конфигурационный интеграл. Частичные функции рас-

пределения подчиняются системе интегродифференциальных 

уравнений, в дальнейшем называемой системой ББГКИ 

1 1 1( , ) 0i ss s s s s

i i iV

N s
F F U r r F dq

Vq q q  
   

   
   

  
 ,

 
(3.2)

 
где s = 1...N, α = 1...3, i = 1...N. В термодинамическом пределе 

система становится бесконечной и незамкнутой. Система даже в 

самых простых случаях не имеет точного решения, но является 

основой для получения различных приближений для частичных 

функций распределения. 
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4. Методы приближенного расчета радиальной  

функции распределения. Приближение Кирквуда 

Отправная точка данного приближения – идея о разложе-

нии радиальных функций распределения высших порядков (по-

рядка выше второго) через радиальные функции распределения 

второго и первого порядка. Так, согласно этой идее для изо-

тропной жидкости 

F3(1,2,3) = F2(1,2)F2(2,3)F2(1,3).  (4.1) 

Подставим выражение в уравнение для s = 2,  которое име-

ет вид 

𝛳
𝜕

𝜕𝑞1
𝛼 𝐹2(1,2) + 𝐹2(1,2)

𝜕

𝜕𝑞1
𝛼Ф(1,2) + 

+
𝑁 − 2

𝑉
∫

𝜕

𝜕𝑞1
𝛼

𝑉

Ф(1,3)𝐹2(1,2)𝐹2(2,3)𝐹2(1,2)𝑑�⃗�3 = 0. 

Разделим уравнение на F2(1, 2) и преобразуем производ-

ную, приходя к выражению 

2 2 2 3

1 1 1

2
ln( (1,2)) (1,2) (1,3) (2,3) (1,3) 0

V

N
F F F dq

Vq q q  


   
    

  
 .(4.2)

 
Введем функцию 

1,3 2 1,3 1,3( ) ( ) ( )

x

E x r F r dr
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,   (4.3) 

и заметим, что 

2

( ) ( )
( )

r E r
F r

r r

 


  .    (4.4) 

Проинтегрируем уравнение по первой координате  

2 2 3

2
ln( (1,2)) (1,2) (13) (2,3)

V

N
F E F dq C

V



     

(4.5)

 

и устремим 2,1r


→   F2(1,2)→; Ф( 2,1r


) →0. Константа C 

определяется соотношением 

3

2
(13)

V

N
C E dq

V
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Тогда  

 2 2 3

2
ln( (1,2)) (1,2) (13) (2,3) 1 0

V

N
F E F dq

V



     .     (4.7)

 
Данное уравнение в литературе называется уравнением Бо-

голюбова. Как было показано в [5], оно неудовлетворительно 

предсказывает термодинамические свойства системы. 

Гиперцепное приближение 

Одно из самых известных приближений – гиперцепное 

приближение. Пусть  

2( ) ( ) 1h r F r  ,     (4.8) 

корреляционная функция. Ее интерпретируют как физическую 

величину, характеризующую влияние движения второй молеку-

лы по отношению к первой. Функция c(r) – прямая корреляци-

онная функция, связанная с h(r) уравнением Орншетрйна – Цер-

нике  

1,2 1,2 1,3 2,3( ) ( ) ( ) ( ) 3
N

h r c r c r h r d
V

  
,  (4.9) 

имеет смысл корреляционного вклада третьей частицы на пове-

дение первых двух. Аппроксимируем F2(1,2) функцией вида  
(1,2)

(1,2) (1,2)

2 (1,2)
h c

F e 


 

          (4.10) 

и перепишем уравнения (2.8) и (2.9). Обозначим за  

b(1,2) = h(1,2) – c(1,2). Уравнение Орншетрйна – Цернике при-

мет вид  

𝑏(1,2) = 𝜌∫𝑓({Ф(1,3) − 𝛳𝑏(1,3)})𝑓({Ф(2,3) − 𝛳𝑏(2,3)}) − 

−𝑏(1,3)𝑓({Ф(1,3) − 𝛳𝑏(1,3)})𝑑3, 

где f – функция Майера. Разлагая b(1,2) в ряд по степеням плот-

ности  
2

0 1 2(1,2) (1,2) (1,2) (1,2) ...b b b b     ,  (4.11) 
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приходим к суммированию Майеровских диаграмм вида  

0 (1,2) 0b  ; 1(1,2)b  ; 2 (1,2)b  ;… (4.12) 

Обозначения можно найти в [6]. Полученные результаты 

показывают, что данное приближение хорошо описывает ради-

альную функцию распределения для системы с короткодей-

ствующими силами взаимодействия [6].  

Приближение Перкуса – Йевика 

Аппроксимируем F2(1,2) функцией вида 

 
(1,2)

2 (1,2) 1 (1,2)F e b



 
. (4.13) 

Выражение (4.13) получается при разложении экспоненты в 

ряд и учет малости поправок порядка O(n
2
). Тогда уравнение 

(4.11) будет иметь вид  

 (1,2) ({ (1,3)})[1 (1,3)] ({ (2,3)})[1 (2,3)] (2,3) 3b f b f b b d      . (4.14) 

Уравнение (4.13) и (4.14) эквивалентно уравнению Орн-

шетрйна – Цернике, дополненному соотношением  

(1,2)

(1,2) ({ (1,2)}) (1,2)c f e g



  .     (4.15) 

Данное приближение также  хорошо описывает системы с 

короткодействующими силами. На сегодняшний день, основной 

проблемой теории жидкостей является оценка диаграмм для 

различных систем и способ выбора их сумм. 

5. Теория возмущений Боголюбова 

Как было показано Боголюбовым, систему уравнения (1.9) 

можно использовать для получения разложения по степеням 

плотности  выражений для функций распределения. В предпо-

ложении парного взаимодействия для выбранной нами модели 
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удобно записать выражение для радиальных функций распреде-

ления  

 
(1,2)

2
2 1 2(1,2) 1 (1,2) (1,2) ...F e y y  




   
. (5.1) 

Уравнения для  yn(1,2) находятся при подстановке выраже-

ния в (1.9). Данное выражение учитывает только определенный 

класс связных диаграмм [6]. Выражение для определения пер-

вой функции из  yn(1,2) имеет вид  

(2,3) (1,3)

1(1,2) 3

V

y e d

 


 
  (5.2) 

и может быть получено более громоздкими методами, как и по-

следующие поправки. В частности, при помощи диаграммного 

метода Урселла – Майера [1]. Результаты, полученные по тео-

рии возмущения Боголюбова, справедливы для систем с низкой 

плотностью. 

В течение последних двадцати лет в работах Ковалева, 

Ширкова и Пустовалова (см. обзор [12] и цитируемую там лите-

ратуру) был развит метод ренормализационной группы для 

дифференциальных и интегродифференциальных уравнений ма-

тематической физики, позволяющий улучшать решения, полу-

ченные по теории возмущений. Данный метод, основанный на 

классическом групповом анализе Ли, применим к уравнениям 

ББГКИ (3.2). 

6. Метод ренормгруппы  

Ковалева – Ширкова – Пустовалова 

Рассмотрим более подробно метод ренормгруппы Ковале-

ва – Ширкова – Пустовалова [12]. Метод состоит из четырех 

шагов, представленных на рис. 2. 
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Рис. 2. Алгоритм метода ренормгруппы  

Ковалева – Ширкова – Пустовалова 

Рассмотрим подробно реализацию метода на примере урав-

нения Хопфа 

( , ) ( , ) ( , ) 0u x t u x t u x t
t x


 

 
   

( ,0) ( )v x U x .  (6.1) 
Первый и второй шаг. Включим малый параметр ε  в мно-

жество независимых переменных. Тогда, алгебра Ли состоит из 

генераторов 
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1 21 2

3 43 4

( , , , ) ;    ( , , , )

( , , , )    ( , , , )

X f x t u u X f x u x ut
t x x

X f x u x ut x u X f x u x ut x
x u x

   

    


   
    

   

      
        

       .  

Третий шаг. Решение по теории возмущений имеет вид 

( ,0) ( ) ( ) ( ) ...u x U x tU x U x
x




  
    

(6.3) 

и несправедливо только при 𝑡 ≫ 𝜀−1. Сузим полученную группу 

симметрии на данном решении, т.е. потребуем  

[𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 + 𝑋4](𝑢(𝑥, 0) − 𝜀𝑈(𝑥))|𝑢(𝑥,0)−𝜀𝑈(𝑥)=0 = 0.    (6.4) 

В результате чего получим РГ-инфинитезимальный оператор 

1 31 4

2 4

( , , , ) ;    ( , , , )

1
( , , , ) ( )

x tu

R f x t u u R f x u x ut tu
t x x

R f x u x ut u t
U x u

   


  


      
       

      

  
    

   .  

Четвертый шаг. Решая уравнения Ли для генератора 3R  

(положим 4 1f  ) получим 

'    '    '    'x x atu a t t u u       . (6.6) 

Здесь a – параметр группы, t и u – инварианты, а  ε и x представ-

ляют преобразование сдвига, которые для переменной x зависят 

от t и u. При  ε=0 и учете (3.24) величины x и u связаны соотно-

шением x=H(u), где  H(u) – функция, обратная к U(x). Исключая 

a, t, u из (6.6) и опуская штрихи у переменных, приходим к ис-

комому решению краевой задачи в неявной форме 
1( , ) ( ( , ))   ( )x tu x t H u x t U x H   

. 

В этом случае улучшенное решение по теории возмущений 

восстанавливает верную асимптотику. 

(6.2) 

(6.5) 
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7. Точечные группы симметрии цепочки ББГКИ 

В этом разделе для расчета группы симметрии, допускае-

мой цепочкой уравнений ББГКИ, мы применяем эвристический 

метод, развитый в [84]. 

Для детального изучения существующих методов группо-

вого анализа интегро-дифференциальных уравнений и связан-

ных с этим математических проблем рекомендуем работы [29–

50, 52–59, 68, 69, 72, 73, 79, 81–83] и обзорную монографию [51]. 

Для системы, состоящей из N частиц, находящихся в объе-

ме V при температуре T, с парным потенциалом взаимодействия 

Ф, запишем систему уравнений ББГКИ в явном виде 

2

1

1
2 2

,

1 1

1;

,

1;

(1) (1,2)
(1,2) 0;

.

.

(1... ) (1, 1)
(1... ) ( , ) (1,.. 1) 0;

.

.

(1... )
(1... ) ( , ) 0;

s

j j
i iV

s s
s

s s sj j j
k k pi i iV

N N
N

sj j
k k pi i

F
n F dV

q q

F s s
F s k p n F s dV

q q q

F N
F N k p

q q









 

 

 

  
 

 




    

    
  






 
  

 



 



 

где 1 обозначает зависимость от радиус-вектора частицы под 

номером 1, 
j

iq – i проекция радиус-вектора k частицы на ось, 

Ф(1,2) – парный потенциал взаимодействия, Fs(1,...s) – нормиро-

ванная на объем корреляционная функция s-го порядка.  

Выберем множество { , (1,2,..., )}i
j sq F s как вектор независи-

мых величин, где i = 1, 2, 3; j = 1, ... N; s = 1, ... N. Введем пара-

метр – 
N s N

n
V V


  ,перейдя к термодинамическому пределу.  

(7.0) 
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Тогда инфинитезимальный оператор точечной группы симмет-

рии имеет вид 
3

1 1 1

( , ) ( , )

N N
j

i kj
kii j k

X q F q F
Fq

 

  

 
 


 

,  (7.1) 

где q


и F


 – все наборы координат и корреляционных функций, 

n-атомная концентрация. Запишем явно формулы продолжения 

оператора на производные и интегралы [84]. Для производных 

они имеют вид 

3

1 1 1

(1... )
( , ) ( ( , )) ( ( , ))x x x

y y y

pN
p j

k k ijq q q
ip i j

F p
q F D q F D q F

q
  

  


 


 , (7.2)

 
а для интегралов  

, ,
1 1 1 1

1 1

(1, ... 1) (1, ... 1)
(1, 1) (1, 1)

( ) ( 1)
i j i j
s s s si i

j s
s s

I X F F J d s
q q

    
   

  
 

 (7.3) 

или  

1

,
1 1 1

1 1

3

1 1

1 1

(1, 1) (1, 1)
( 1)

(1, 1)
(1,... 1) ( ( , )) ( 1)j

s

i j
s s ji i

j
s si q

j

s j
I F j X

q q

s
F s D q F d s

q






  

 



   
   

 

 
 

   
 
 




, (7.4) 

где k
jq

D  – оператор полной частной производной. Запишем яв-

ный вид продолженного оператора 𝑝𝑟𝑋 = 

= ∑ ∑ 𝜉𝑖
𝑗3

𝑗=1
𝑁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑞𝑖
𝑗 +∑ 𝜂𝑘𝑁

𝑘=1
𝜕

𝜕𝐹𝑘(1..𝑘)
+ ∑ ∑ 𝜂

𝑞𝑖
𝑗
𝑘 𝜕

𝜕[𝐹𝑘(1..𝑘)]
𝑞
𝑖
𝑗

3
𝑗=1

𝑁
𝑘=1 + 

+∑ ∑ 𝐼𝑗+1
𝑖3

𝑖=1
𝑁−1
𝑗=0

𝜕

𝜕𝐽𝑗+1
𝑖 , где выражение 

1

i

j
J





  обозначает действие 

оператора на нелокальную часть.  

Подействуем продолженным оператором на систему урав-

нений (7.0) и запишем результат в явном виде 
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,

1 1;

3

1 1 1 1

,

1

1;

( , ) ( , ) ( , )
( , )

( , ) ( , )

( , ) (1,
(1... )

s sN

s t s
sj j j

ti i it k k p

N t Nj j
t i t i

k j k
tp pit p k t

s s

s sj
ik k p

q F F q F k p
q F

Fq q q

q F q FF F

Fq qq

k p s
F s X n

q

 
  

 




  

   



 

   
  

  

   
   
   

 
 



 

 

 1

1 1

3

1 1
1 1 1

1 11 11 1 0

1) (1, 1)

( , ) ( , )(1, 1) (1, 1)
0

si i

Nj j
s t s

s s si j i j
ts sj t F

s
F X

q q

q F q FFs s
F F dV

Fq qq q

 



 
  

   

  
 

 

    
  

  



 
, 

где F


=0 – исследуемое многообразие. Выразим из системы 

ББГКИ частные производные вида 1

(1,..., )s
i

F s

q



 , а именно 

1

,

1 1

1 1;

1 ( , ) (1, 1)

s

s s

s
s s si j j

i ik k p V

F k p n s
F F dV

q q q 


 

 

   
  

  
 

 (7.6) 

и подставим в (7.5). Результат имеет вид 

1

,

1 1

1 1;

( , ) ( , ) ( , )( , ) (1, 1)

s

s sN

s s s
t t tj j j

t ti i it k k p V

q F q F q Fk p t
F n F dV

F Fq q q

  




 

  

 
       

    
  

  

, ,3

1; 1 1 1 1;

( , ) ( , )
( , ) (1,2... )

s s s sN t

s tj k
i pk k p t p k k k p

k p k p
q F F t

q q


      


   

 


  

1

,

1 1

1 1;

( , ) ( , )(1, 1) ( , )
(1,2... )

s

s sNj j
i i

t t tk j j
tp i it k k pV

q F q Ft k p
n F dV F t

Fq q q

 



 

  

      
   

 

1

,

1 1

1;

( , )(1, 1) ( , )
(1... )

s

s sj
i

t t sj j
ti ik k pV

q Ft k p
n F dV F s X

Fq q





 

 


    

 



 

3

1
1 1 1

1 1 11

( , )(1, 1) (1, 1) (1, 1)
r
s

s s si i j r
i sr

q Fs s s
n F X F

q q q q


 

  



     
   

   


 

(7.5) 
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,

1
1

11 1;

( , )(1, 1) ( , )
t tN r

s
s tj r

ti st k k p

q Fs k p
F F

Fq q

 


  

  
 

 
 

 

1

1
1 1 1 1

1 1

( , )(1, 1) ( 1, 1)
0

s

r
s

s t t si r
tsV

q Fs s t
F n F dV dV

Fq q






   



    
 

 
. 

Данное уравнение является определяющим. Обратим вни-

мание на присутствие в этом уравнении  локальной и нелокаль-

ной части.  

Подействуем оператором второй вариационной производ-

ной на определяющее уравнение 

2
1 1

' 1 '' 1 ' 1 ' 1

( ', ') ( , )( ' 1, ' 1) ( '' 1, '' 1)
: 0

r r
s s

r r
t t t ts s

q F q Fs t s t

F F F Fq q

 

 
 

   

       
        , 

где штрихом обозначен аргумент вариационной производной. 

Решение этих уравнений есть функции  

( )j j
i i q 

. 

С учетом этого условия определяющее уравнение имеет вид 

1

,

1 1

1 1;

( , ) ( , ) ( , )( , ) (1, 1)

s

s sN

s s s
t t tj j j

t ti i it k k p V

q F q F q Fk p t
F n F dV

F Fq q q

  




 

  

 
       

    
  

  

, ,3

1; 1 1 1 1;

( , ) ( , )
( , ) (1,2... )

s s s sN t

s tj k
i pk k p t p k k k p

k p k p
q F F t

q q


      


   

 


  
 

1

,

1 1

1;

( )(1, 1) ( , )
(1... )

s

s sj
i

t t sk j j
p i ik k pV

qt k p
n F dV F s X

q q q





 

 


           
 


 

3

1
1 1 1 1

1 1 11

( )(1, 1) (1, 1) (1, 1)
0

r
s

s s s si i j r
i sr

qs s s
n F X F dV

q q q q


 

   



     
   

   


. 

Подействуем операторами первой вариационной произ-

водной 
1sF



 
 и 

2sF



 
 на данное уравнение. Полученное выраже-

ние имеет вид 

(7.7) 

(7.8) 
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1
2 1 1

2

( , ) ( ')(1, 2) (1, 2) (1, 1)
: ( , ) 0

j
s i

sj j j i
s si i i

Fs

q F qs s s
q F

F Fq q q q

 





 


      
  

    ; 

1
1 1

1

( , ) ( ')(1, ' 1) (1, ' 1) (1, ' 1)
: ( , )

j
s i

sj j j i
s si i i

Fs

q F qs s s
q F

F Fq q q q

 








      
  

     
3

1
1

1 11

( ')(1, ' 1) (1, ' 1)
0

r
s

si j r
i sr

qs s
X dV

q q q

 




   
  

  
 .                    (7.9)

 
Преобразуем исходное определяющее уравнение.  

,

1 1;

( , ) ( , )( , )
s sN

s s
tj j

ti it k k p

q F q Fk p
F

Fq q

 


  

  
  

  
 

 
, ,3

1; 1 1 1 1;

( )( , ) ( , )
( , ) (1,2... )

s s s sN t j
i

s tj k j
i p ik k p t p k k k p

qk p k p
q F F t

q q q




      

     
   
 

  
 

,

0
1 1

11;

( , ) (1, 1)
(1... ) ( ) 0

s s

s s sj i
ik k p

k p s
F s X n q dV

q q
  

 

  
  

 
 

, 

где ( )0
1 1 , 1

1 1

( ) ( ) ( )

N
nn

s s w w s

w n

q q F q  



  

 

  . Перепишем уравнение в виде. 

,( )0
, 1 ( )1

, 1

1 1 1 1; 1 1

( )( ) ( , )
( )

s snN N N
w s nn ns

w t w w sj j j
ti i iw n t k k p w n

qq k p
F F F q

Fq q q


 

 




      

   
   

   
 

   
, ,

( )0
1 , 1

1; 1 1 1;

( , ) ( , )
( ) ( )

s s s sN
nn

s w w sj j
i ik k p w n k k p

k p k p
q F q

q q
 



 

     

 
  

 
  

 
,3

1 1 1 1;

( )( , )
(1,2... )

s sN t j
i

t k j
p it p k k k p

qk p
F t

q q



    

   
  
 

 
 

,

0
1 1

11;

( , ) (1, 1)
(1... ) ( ) 0

s s

s s sj i
ik k p

k p s
F s X n q dV

q q
  

 

  
  

 
 

. 

 

Заметим, что  
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,0
0 01

1 1 1

11;

( ) ( , ) (1, 1)
( ) ( ) 0

s s

s
s s sj j i

i ik k p

q k p s
q n q dV

q q q


  

  

 

   
  

  
 

. 

Так как 
0

1( )s q   является решением цепочки, преобразуем 

полученное выражение и приходим к  

,( )
, 1 ( )

, 1

1 1 1 1; 1 1

( ) ( , )
( )

s snN N N
w s nn n

w t w w sj j
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1;
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. 

В результате получаем систему  
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Для произвольного парного межчастичного потенциала си-

стема уравнений имеет решение 

        𝜂1 = 𝜆𝐹1 + 𝜂1
0(1), 

𝜂𝑠 = 𝜆𝐹𝑠 + 𝜂𝑠
0(1… 𝑠),  

𝜂𝑁 = 𝜆𝐹𝑁 + 𝜂𝑁
0 (1…𝑁),  

𝜉𝑖
𝑗
= 0.                   (7.10) 

Для изотропного межчастичного потенциала система урав-

нений имеет решение 

0
1 1 1 1

0
1

0
1

2

(1)

(1... )

(1... )

.

s s s

N N N

j
i

F

F s

F N

  

  

  

 

 

 

 

                  (7.11) 

Рассмотрим возможность расширения группы при помощи 

введения дополнительных параметров в множество независи-

мых величин. Введем новое множество независимых величин 

{ , (1,2,..., ), , }i
j sR q F s n , где  θ, n – соответственно температура (в 

единицах энергии) и атомная концентрация. Искать симметрии 

будем в классе точных классических локальных групп. Инфини-

тезимальным оператором такого множества  независимых вели-

чин является выражение 

3

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
(1.. )

N N
j k

i j
kii j k

X R R R R
F k nq

   


  

   
   

  
  .       (7.12)

 

Для проверки предыдущего результата воспользуемся ка-

ноническим оператором для нахождения компонент векторного 

поля. Каноническая форма инфинитезимального оператора име-

ет вид 

3 3

1 1 1 1 1

( ) ( ) ( )j
i

N N k
j k j k

i i jq
kii j k i j

F
X D Y R R R

F nq
    


    

          
   

 
  

. 

, 

, 

, 
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Обозначим 

3

1 1

( ) ( )

k
k k j k

i j
ii j

F
R R

q
  

 


 


 . Формула продол-

жения канонического оператора на производные имеет вид 

( ) ( , ) ( ( ))x x
y y

k k

q q
R q F D R 

.  

Формула продолжения на нелокальные части системы 

уравнений имеет вид 

,
1 1

1

(1, 1)
( )

ki j
s si

s
I R dV

q
 

 



. 

Учитывая это, запишем продолженный канонический опе-

ратор. 

 
1

3 1 3

1

1 1 1 0 1

( ) ( ( )) ( ) ( )j

i
j

i

i

j

N N N
k k i

jq
k k qk k j j i

prY R D R I R R
F F nJ

   








    

    
    

   
  

. 

Подействуем продолженным оператором на систему (7.0). 

Выпишем результат в явном виде. 

1

,

1;

1

1 1 1

1
0

( , )
( ( )) ( ) ( )

(1, 1) (1, 1)
( ) ( ) 0

j
i

s

s s
s s

s

j jq
i ik k p

s

s s sj i
iV

F

F k p
D R R R

q q

s s
R F dV n R dV

q q

   

 



 



  



 
  

 

   
  

 



 
  

Обратим внимание на компоненты векторного поля, отвеча-

ющие за преобразование плотности и температуры. Так как они 

могут быть внесены под знак интеграла, то и компоненты век-

торного поля должны обладать этим свойством. Из этого следует 

условие  

( ) ( , )

( ) ( , ).

R n

R n

   

   

 

   
  

(7.13) 
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Тогда (7.13) перепишется в виде 

1

,3

1 1 1;

,3

1 1

1 1 1;

3
1 1

1 1

( , )
( ( ) ) ( , ) ( )

( , ) (1, 1)
( , )

( )

j
i

s

s ss
s j ss s

i j j jq
i i ii j k k p

s ss
j s

i s sj j j
i i ii j k k p V

s
s j s

i j
ii j

F F k p
D R n R

q q q

F k p s
n F dV

q q q

F
n R

q

     

  

 



   

 

   


 

 

       
   
 

   
  

  


 



 

  


1

1

1
0

(1, 1)
0si

F

s
dV

q




 
   

  
 


  (7.14) 

Распишем формулы продолжения в явном виде 

3

1 1

( ) ( )( ) ( )
N s Nj js s

k i k i s

j j j j j
k ki i i i ik i j k

F R F R FR R

F Fq q q q q

  
  

 

      
    
       

  
 

,3 2

2

1 1 1;

( , )
( ) ( , ) ( )

( )

s ss
j ss s

i j j j
i i ii j k k p

F F k p
R n R

q q q
    

   

  
   

  
 

 

1

,3

1 1

1 1 1;

( , ) (1, 1)
( , )

s

s ss
j s

i s sj j j
i i ii j k k p V

F k p s
n F dV

q q q
  



 

   

   
  

  
  

 

1 3
1 1

1

11 1
0

(1, 1)
( ) 0

s
s j s

i sj i
ii j

F

F s
n R dV

q q
 


 



 


      
  
 

 .  (7.15)

 

Учитывая условие F


= 0, получаем определяющее уравнение 

1

,

1 1

1;

( ) ( , ) ( ) (1, 1) ( )

k

k kN Ns s s

k k kj j j
k ki i ik t t p k V

R t p R k R
F n F dV

F Fq q q

  




 

 

     
 

   
   

1

,3

1 1

1 1 1;

( ) ( )( , ) (1, 1)

s

k ks j j
i i

s s sj j j j
i i i ii j t t p V

R Rt p s
F n F dV

q q q q

 



 

   

   
  

   
  

 
, ,

1; 1;

( )1 ( , ) ( , )
s s k kN j

i
s k j j

k i ik t t p t t p

R t p t p
F F

F q q




   

     
    



  
 



52 

1

, ,

1 1

1; 1;

( )( , ) (1, 1) 1 ( , )

s

k k s sj
i

k s s sj j j
ki i it t p t t pV

Rt p s t p
F n F dV F

Fq q q






 

   

       
     

 
 

1 1 1

2
1 1 1 1 1 1

(1, 1) (1, 1) (1, 1)

k k s

k k k k s sj j j
i i iV V V

k k s
n F dV n F dV F dV

q q q
  

     


        

   


  
 

,3 2

2

1 1 1;

( , ) ( , )
( )

( )

s ss
j s

i sj j
i ii j k k p

F n k p
R F

q q

 
 


   

 
  

 
 

 

1

,

1 1

1;

( , ) (1, 1) ( , )
( )

s

s s

s
s sj j

i ik k pV

n n s k p
F dV R

q q

 





 

 

  
  

 


 
, ,3

1 1 1; 1;

( , ) ( , )
s s s ss j

i
s j j

i ii j k k p k k p

k p k p
F

q q




     


  

  


  
1

1 1

(1, 1)
( , )

s

s sj
iV

s
n F dV

q
 



 

 
 


 

1

,

1 1

1;

( , ) (1, 1)

s

s s j
i

s sj j
i ik k p V

nk p s
F dV

q q






 

 


    

  


 
 

1, 12 3
1

1 1 1 1 1;

(1, 1) (1, 1) 1 ( , )
( )

s ss
s j

i si i j
ii j k k p

s s k p
n R F

q q q
 



 


   

    
  

  
 

 

1

2 2 1

1

(1, 1) (1, 2)
0

s

j
i

s s si j
iV

ns s
F dV dV

q q






  

   
 

 
.             (7.16) 

Подействуем оператором второй вариационной производ-

ной на определяющее уравнение. Результат имеет вид 
2

' 1 ' 1

( ) ( ')
: 0

j j
i i

s s k k

R R

F F F F

 

  

 
 

 
.
 

Решение этих уравнений есть функции  

( , , )j j
i i q n   . 

Перепишем с учетом этого условия определяющее уравне-

ние. Оно имеет вид 

1

,

1 1

1;

( ) ( , ) ( ) (1, 1) ( )

k

k kN Ns s s

k k kj j j
k ki i ik t t p k V

R t p R k R
F n F dV

F Fq q q

  




 

 

     
 

   
    +
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1

,3

1 1

1 1 1;

( ) ( )( , ) (1, 1)

s

k ks j j
i i

s s sj j j j
i i i ii j t t p V

R Rt p s
F n F dV

q q q q

 



 

   

   
  

   
  

 
,3 2

2

1 1 1;

( , ) ( , )
( )

( )

s ss
j s

i sj j
i ii j k k p

F n k p
R F

q q

 
 


   

 
  

 
 

1

,

1 1

1;

( , ) (1, 1) ( , )
( )

s

s s

s
s sj j

i ik k pV

n n s k p
F dV R

q q

 





 

 

  
  

 


 

1

, ,3

1 1

1 1 1; 1;

(1, 1) ( , ) ( , )
( , )

s

s s s ss j
i

s s sj j j
i i ii j k k p k k pV

s k p k p
n F dV F

q q q


 




 

     


     

  


  

1

,

1 1

1;

( , ) (1, 1)

s

s s j
i

s sj j
i ik k p V

nk p s
F dV

q q






 

 


    

  


 
 

1, 12 3
1

1

1 1 1 1 1;

(1, 1) (1, 1) 1 ( , )
( ) 0

s ss
s j

i s si i j
ii j k k p

s s k p
n R F dV

q q q
 



 




   

    
  

  
 

. 

Подействуем операторами первой вариационной производ-

ной 
1sF



 

 и 
2sF



 

 на уравнение (7.17). Полученное выражение 

имеет вид 

1

,

1

11;

1

( )(1, ' 1) ( ) (1, ' 1)
:

( , ) (1, ' 1) (1, ' 1)
( , )

( )(1, ' 1) ( , ) (1, ' 1)
( ')

(1, ' 1)

js
i

j j j
s ki i i

j j
i i

s s j
si

j j i
i ik k p

Fs

Rs R s
n n

F Fq q q

n n s s
n

q q

R ns k p s
n R

q q q

s
n

q

 



 
 












 



    
 

  

   
  

 

    
  

  

 





1, 12 3

1 1 1 1;

1 ( ', ')
( ') 0

s ss
j

ii j
ii j k k p

k p
R

q




 

   





 

 

2

( )
: 0

s

s k

R
s k

F F

 

 


 

 . 

Решение второго уравнений являются функции 

( , , , )s s
sq F n   . Разложим функции  η

s
 в формальный ряд по 

(7.17) 
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степеням корреляционной функции порядка s. Из первого урав-

нения следует 
0 1( , , ) ( , , )s
s s sq n q n F      . Тогда первое уравнение 

имеет вид  

1

1

,

1
1

11;

1

( )(1, ' 1) (1, ' 1)
: ( )

( , ) (1, ' 1) (1, ' 1)
( , )

( )(1, ' 1) ( , ) (1, ' 1)
( ')

(1, ' 1) 1

j
i

sj j j
s i i i

j j
i i

s s j
i

sj j i
i ik k p

ii

Rs s
R n n

F q q q

n n s s
n

q q

R ns k p s
n R

q q q

s
n

q






 
 















 

   
 

  

   
  

 

    
  

  

 





1, 12 3

1 1 1;

( ', ')
( ') 0.

s ss
j

j
ii j k k p

k p
R

q

 

   





 

 
Перепишем далее определяющее уравнение 

1

,0
1 1

1 1

1;

( ) ( , ) (1, 1)
( , ) ( , )

k

s s

s
s s k k sj j j

i i it t p V

R t p k
F n n F dV n

q q q


    



 

 

   
 

  
  +

 
,3

1 1 1;

( ) ( , )
k ks j

i
sj j

i ii j t t p

R t p
F

q q



   

 
 

 
 

 
, ,3 2

2

1 1 1; 1;

( , ) ( , ) ( , )
( ) ( )

( )

s s s ss
j ss

i sj j j
i i ii j k k p k k p

F n k p k p
R F R

q q q

 
  


     

  
   

  
  

 
, ,3

1 1 1; 1;

( , ) ( , )
s s s ss j

i
s j j

i ii j k k p k k p

k p k p
F

q q




     

 
 

 
  

 
0

1 1

1

(1, 1)
( ) 0s si

s
n R dV

q
  

 
 

 .               (7.18)
 

Отметим единственность слагаемого 

2

2( )

s

j
i

F

q




. Из этого сле-

дует ( ) 0j
i R  . Из этого следует также тождество между канони-

ческой и обычной формой и инфинитезимального оператора. 
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Перепишем систему определяющих уравнений. Она теперь име-

ет вид 

1

,0
1 1

1 1

1;

( ) ( , ) (1, 1)
( , ) ( , )

k

s s

s
s s k k sj j j

i i it t p V

R t p k
F n n F dV n

q q q


    



 

 

   
 

  
  –

 
, ,

1; 1;

( , ) ( , ) ( , )
( )

s s s s

s
s j j

i ik k p k k p

n k p k p
F R

q q

 



   

 
  

 
 

 

0
1 1

1

(1, 1)
( ) 0s si

s
n R dV

q
  

 
 

 .              (7.19)

 

 

1
1

1

(1, ' 1)
( ') 0.s i

s
n R

q
 

 
 

  
 

Решение данной системы имеет вид  
0

1 1 1 1

0
1

( , ) (1)

( , ) (1... )s s s

n F

n F s

   

   

 

   
0

1( , ) (1... )

0

0.

N N N

j
i

n F N   



 

 



   
Для изотропной системы 

0
1 1 1 1

0
1

( , ) (1)

( , ) (1... )s s s

n F

n F s

   

   

 

   
0

1( , ) (1... )

( , )

0.

N N N

j j
i i

n F N

n

   

  

 

 



   
Отметим, что  данная  группа содержит раннее полученные 

нами группы трансляций по координатам и трансляций и растя-

жений по корреляционным функциям. 

  

1

1

(1, ' 1) ( , ) (1, ' 1) (1, ' 1)
: ( ) ( , )sj j j

s i i i

s n n s s
R n n

F q q q
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8. Ренормгруппы 

Выпишем полученные результаты в таблицу 1. 

Таблица 1 

Инфинитезимальные операторы цепочки ББГКИ 

Множество переменных Инфинитезимальный оператор 

1

1 1 1{ ,... ,..., ,... ,...}j

i sw q q F F  
 1

1

1

ˆ *i

i i

iiX F F
F

 





 




 

1

2 1 1{ ,... ,..., ,... ,... , }j

i sw q q F F n   
 2

1

( *)ˆ , i ii

i i

X n F F
F

 




 





 

1

3 1 1{ ,... ,... ,... ,... }j

i sw q q F F   
   3

1 3 2

1

ˆ * *i

i i

iX F F
F

   




 
    

 


 

1

4 1{ ,... ,... }j

iw q q    4 *

1X̂  


  
  

1

5 1{ ,... ,... , , }j

iw q q n  
 

 5 *

1( , ) ( , )X̂ n n   


  
  

1

6 1 1{ ,... ,..., ,... ,... , , }j

i sw q q F F n  

 

 

 

6

1 3 4

1

2 4

( , ) ( , ) ( , )

                      

ˆ *

( , ) ( , ) ( , )*

i

ii

i

X F n n F n
F

n n n

      


     





 
   

 


  








 

Выберем третий оператор из таблицы 1 

   3

1 3 2

1

ˆ * *i

i i

iX F F
F

   




 
    

 


, (8.1) 

как пример для построения ренормгруппы. Тогда, этот оператор 

определяет группу допустимых ренормгрупповых преобразова-

ний тогда и только тогда, когда инфинитезимальный оператор 

удовлетворяет критерию инвариантности 

 
(1,2)

2
1 2

(1.4

3

)

2 1 (1,2) (1,2) ... 0yF yX e   


 

    





 
  (8.2)
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Ренормгрупповой оператор для (8.1) иметь вид 

   3

1

ˆ
i

i i

X F
F

 




 
 

 
   (8.3)

 

Аналогично третьему инфинитезимальному оператору вы-

пишем в таблицу 2 полученные ренормгрупповые операторы 

для всех операторов. 

Таблица 2 

Ренормгрупповые инфинитезимальные операторы 

Множество 
Ренормгрупповой  

инфинитезимальный оператор 

1

1 1 1{ ,... ,..., ,... ,...}j

i sw q q F F  
1 0ˆ

i

X
F




  
1

2 1 1{ ,... ,..., ,... ,... , }j

i sw q q F F n   
2 0ˆ

i

X
F




  
1

3 1 1{ ,... ,... ,... ,... }j

i sw q q F F   
   3

1

ˆ
i

i i

X F
F

 




 
 

 


 
1

4 1{ ,... ,... }j

iw q q   
2 0ˆ

i

X
F




  
1

5 1{ ,... ,... , , }j

iw q q n    
2 0ˆ

i

X
F




  
1

6 1 1{ ,... ,..., ,... ,... , , }j

i sw q q F F n    
6

4 4(ˆ , ) ( , )X n n    


 
  

   

Запишем для шестого оператора из таблицы 2 уравнение, 

определяющее инвариантное решение для цепочки ББГКИ. Оно 

имеет вид 

( , ) ( , )

d d

n n



    




 . 

Решение такого уравнения есть соотношение  

const



 

. 

Третий оператор приводит экспоненциальной зависимости 

корреляционной функции от потенциала Ф, то есть РГ-инва-

риантные решения воспроизводят известный результат нулевого 

приближения теории возмущений.  
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Таким образом, группы преобразований, рассчитанные эв-

ристическким методом Завистовского [84] недостаточно «бога-

ты» для построения РГ-операторов, улучшающих решение по 

теории возмущений. В то же время расчет по алгоритму, изло-

женному в работе [84], приводит к тем же результатам, что под-

тверждает их справедливость. Остается открытым вопрос, явля-

ется ли найденная группа полной группой симметрии, допуска-

емой уравнениями ББГКИ?  Дальнейшая работа состоит в поис-

ке ответа на этот вопрос, а также в расчете нелокальных сим-

метрий. 
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Приложение 1 

Группа эквивалентности.  

Принцип априорного использования симметрий  

В настоящем приложении мы рассмотрим  группу эквива-

лентности, обобщающую  понятие классической группы  преоб-

разований. 

До сих пор рассматривались уравнения, которые не содер-

жали никаких произвольных элементов (свободных параметров, 

функций). Если принять во внимание этот факт, то возникает 

более общая задача. 

Будем рассматривать ее на конкретном примере обобщен-

ного уравнения теплопроводности 𝑢𝑡 = 𝐹(𝑥, 𝑢)𝑢𝑥𝑥, где 𝐹(𝑥, 𝑢) – 

произвольная гладкая функция. 

Естественно, что эта функция сужает группу симметрий 

уравнения, поскольку в силу произвольного характера зависи-

мости F(x,u) преобразования переменных x и u невозможны. 

В этом случае возникает задача  групповой классификации, 

состоящая в нахождении  всех возможных значений произволь-

ного элемента, при которых группа симметрии  расширяется по 

сравнению с исходной группой. 

Для решения задачи групповой классификации   вводится 

понятие группы эквивалентности. 

Как было сказано ранее, группа симметрии – это группа 

преобразований, которая оставляет уравнение неизменным: 

�̅�𝑡̅ = 𝐹(�̅�, �̅�)�̅��̅��̅�. 

Группой эквивалентности называется группа преобразова-

ний зависимых и независимых переменных, которая не меняет 

вида уравнения, но при этом может менять вид произвольного 

элемента: �̅�𝑡̅ = �̅�(�̅�, �̅�)�̅��̅��̅�. 

Иными словами, когда ищется преобразование эквивалент-

ности, произвольный элемент рассматривается как новая пере-

менная. 
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Очевидно, что группа эквивалентности включает в себя 

группу симметрии, которая допускается  при произвольном 

элементе. С. Ли и Л.В. Овсянников определяют генератор груп-

пы эквивалентности следующим образом: 

�̂�𝜀 = 𝜉(𝑥, 𝑡, 𝑢)
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜏(𝑥, 𝑡, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜑(𝑥, 𝑡, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑢
+ 𝜓(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝐹)

𝜕

𝜕𝐹
. (П.1.1) 

Чтобы вычислить  группу эквивалентности, нужно подей-

ствовать этим оператором не только на исходное уравнение, но 

и на дополнительные связи, которые оно предполагает.  

В нашем уравнении  𝑢𝑡 = 𝐹𝑢𝑥𝑥 произвольная функция F от 

x и u,  поэтому нужно добавить условие Ft = 0. 

Таким образом, генератором нужно действовать на систему 

уравнений: 

{
  𝑢𝑡 = 𝐹𝑢𝑥𝑥,
𝐹𝑡 = 0.

                 (П.1.2) 

Существует общее определение группы эквивалентности 

[16], в котором от произвольного элемента зависят все компо-

ненты векторного поля. В этом случае расчеты значительно 

усложняются, но появляется возможность расширения группы 

преобразований. 

Итак, что же дает группа эквивалентности? Она позволяет 

провести групповую классификацию (перечислить все свобод-

ные элементы, при которых симметрия будет шире, чем при 

произвольном F и на ее основе выбирать определенные модели, 

имеющие физический смысл. Задача групповой классификации 

выходит за рамки нашей работы ( см. [16]). 

Ограничимся полезной теоремой, доказанной Н.Х. Ибраги-

мовым в 1986 году [11]. Сформулируем ее на примере рассмот-

ренного уравнения теплопроводности. 

Пусть известен генератор эквиваленции �̂�𝜀 . 

Вначале построим проекцию на основное пространство пе-

ременных, то есть оставим только те слагаемые генератора, ко-

торые зависят от 𝑥, 𝑡, и 𝑢: 
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𝑝𝑟𝑋𝜀(𝑥, 𝑡, 𝑢) = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜏

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜑

𝜕

𝜕𝑢
= �̃�1

𝜀 .            (П.1.3) 

Теперь построим проекцию на пространство тех перемен-

ных, от которых зависит F и на саму F: 

𝑝𝑟𝑋𝜀(𝑥, 𝑢, 𝐹) = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜑

𝜕

𝜕𝑢
+ 𝜓

𝜕

𝜕𝐹
= �̃�2

𝜀 .            (П.1.4) 

Теорема о проекциях. Пусть произвольный элемент F удо-

влетворяет следующему уравнению: 

�̃�2
𝜀(𝐹 − 𝐹(𝑥, 𝑢)) = 0, то есть 𝜓 − 𝜉

𝜕𝐹

𝜕𝑥
− 𝜑

𝜕𝐹

𝜕𝑢
= 0.       (П.1.5) 

Тогда для такого произвольного элемента уравнение допус-

кает группу симметрии с генератором �̃�1
𝜀. 

Что же дает данная теорема? Предположим, есть некоторая 

модель с «бедной» группой симметрии. Тогда можно погрузить 

ее в более общую модель, содержащую  произвольные элемен-

ты, найти группу эквивалентности и с помощью теоремы о про-

екциях  множество допускаемых   симметрий. 

Другими словами, всегда можно погрузить уравнение с 

бедной симметрией в более широкую модель с более богатой 

симметрией и находить новые решения. Это называется прин-

ципом априорного использования симметрий [11]. 

Рассмотрим в качестве примера обобщенное волновое 

уравнение, полная групповая классификация которого проведе-

на в [70]: 

𝑓 = 𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝐹(𝑥, 𝑡, 𝑢) ∙ 𝑢𝑡 + 𝑄(𝑥, 𝑡, 𝑢) = 0,             (П.1.6) 

где u может иметь смысл компоненты напряженности электри-

ческого поля. 

Задача состоит в том, чтобы найти группы симметрий и со-

ответствующие им частные решения. 

Очевидно, что если что F и Q – произвольные функции всех 

трех переменных, генератор группы будет нулевым. 

Вычислим генератор группы эквивалентности по классиче-

скому алгоритму Ли – Овсянникова следующим образом: 

�̂�𝜀 = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜏

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜑

𝜕

𝜕𝑢
+ 𝜇1

𝜕

𝜕𝐹
+ 𝜇2

𝜕

𝜕𝑄
, 
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𝜉 = 𝜉(𝑥, 𝑡, 𝑢), 

𝜏 = 𝜏(𝑥, 𝑡, 𝑢), 

𝜑 = 𝜑(𝑥, 𝑡, 𝑢), 

𝜇1 = 𝜇1(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝐹, 𝑄),  

𝜇2 = 𝜇2(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝐹, 𝑄).               (П.1.7) 

Построим продолжение этого оператора: 

𝑝𝑟(2)�̂�𝜀 = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜏

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜑

𝜕

𝜕𝑢
+ 𝜇1

𝜕

𝜕𝐹
+ 𝜇2

𝜕

𝜕𝑄
+ 𝜑𝑡

𝜕

𝜕𝑢𝑡
+ 

+𝜑𝑡𝑡
𝜕

𝜕𝑢𝑡𝑡
+ 𝜑𝑥𝑥

𝜕

𝜕𝑢𝑥𝑥
.                       (П.1.8) 

Дальше действуем формулой второго продолжения на f в 

точках многообразия: 

𝑝𝑟(2)�̂�𝜀(𝑓)|𝑓=0 ≡ 0.              (П.1.9) 

Получим: 

𝜑𝑡𝑡 − 𝜑𝑥𝑥 + 𝜇1𝑢𝑡 + 𝐹𝜑
𝑡 + 𝜇2|𝑓=0 ≡ 0, 

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝐹 ∙ 𝑢𝑡 − 𝑄.            (П.1.10) 

Составляя и решая определяющие уравнения (предлагаем 

читателю в качестве упражнения), получим следующие компо-

ненты касательного векторного поля: 

𝜉 = 𝐶1𝑥 + 𝐶2, 

𝜏 = 𝐶1𝑡 + 𝐶3, 
𝜑 = 𝛼(𝑡)𝑢 + 𝛽(𝑥, 𝑡),            (П.1.11) 

𝜇1 = −𝐶1𝐹 − 2𝛼𝑡, 

𝜇2 = −(𝛼𝑡𝑡𝑢 + 𝛽𝑡𝑡) + (𝛼(𝑡) − 2𝐶1)𝑄 + 𝛽𝑥𝑥 − 𝐹(𝛼𝑡𝑢 + 𝛽𝑡).  
Таким образом, базисные генераторы алгебры эквивалент-

ности имеют вид 

�̂�1
𝜀 =

𝜕

𝜕𝑥
 (трансляция по оси 𝑥), 

�̂�2
𝜀 =

𝜕

𝜕𝑡
(трансляция по времени), 

�̂�3
𝜀 = 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑡

𝜕

𝜕𝑡
− 𝐹

𝜕

𝜕𝐹
− 2𝑄

𝜕

𝜕𝑄
 (неоднородное растяжение), 
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�̂�4
𝜀 = 𝛼(𝑡)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
− 2𝛼𝑡

𝜕

𝜕𝐹
+ (−𝛼𝑡𝑡𝑢 + 𝛼(𝑡)𝑄 − 𝛼𝑡𝑢𝐹) 

𝜕

𝜕𝑄
, 

�̂�5
𝜀 =  𝛽(𝑥, 𝑡)

𝜕

𝜕𝑢
+ (−𝛽𝑡𝑡 + 𝛽𝑥𝑥 − 𝛽𝑡𝐹) 

𝜕

𝜕𝑄
.         (П.1.12) 

Алгебра эквивалентности бесконечномерна, так как содер-

жит две произвольные функции: 𝛼 и 𝛽. 

К любому из этих генераторов можно применить теорему о 

проекциях. 

Проекция генератора эквиваленции на переменные Q, F, x, 

t, u совпадает с самим генератором: 

𝑝𝑟�̂�𝜀|(𝑄,𝐹,𝑥,𝑡,𝑢) = �̂�𝜀.              (П.1.13) 

Найдем проекцию генератора группы эквивалентности на 

основные переменные x, t, u: 

𝑝𝑟�̂�𝜀|(𝑥,𝑡,𝑢) = 𝜉
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜏

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜑

𝜕

𝜕𝑢
= �̃�𝜀.           (П.1.14) 

Далее подберем функции F и Q таким образом, чтобы они 

удовлетворяли следующим уравнениям: 

{
�̂�𝜀(𝐹 − 𝐹(𝑥, 𝑡, 𝑢)) = 0,

�̂�𝜀(𝑄 − 𝑄(𝑥, 𝑡, 𝑢)) = 0.
             (П.1.15) 

Тогда проекция �̃�𝜀 на переменные x, t, u будет генератором 

точечной группы, допускаемой этими уравнениями с данными 

функциями  F и Q. 

Таким образом, для каждой пары функций F и Q удовле-

творяющих таким уравнениям, можно сразу найти симметрию. 

Пример 1. Рассмотрим генератор �̂�3
𝜀: 

�̂�3
𝜀 = 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑡

𝜕

𝜕𝑡
− 𝐹

𝜕

𝜕𝐹
− 2𝑄

𝜕

𝜕𝑄
 . 

Решим систему уравнений: 

{
�̂�3
𝜀(𝐹 − 𝐹(𝑥, 𝑡, 𝑢)) = 0,

�̂�3
𝜀(𝑄 − 𝑄(𝑥, 𝑡, 𝑢)) = 0;
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{
−𝐹

𝜕𝐹

𝜕𝐹
− 𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑥
− 𝑡

𝜕𝐹

𝜕𝑡
= 0,

−2𝑄
𝜕𝑄

𝜕𝑄
− 𝑥

𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝑡

𝜕𝑄

𝜕𝑡
= 0;

  

{
𝐹
𝜕𝐹

𝜕𝐹
+ 𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑥
+ 𝑡

𝜕𝐹

𝜕𝑡
= 0,

2𝑄
𝜕𝑄

𝜕𝑄
+ 𝑥

𝜕𝑄

𝜕𝑥
+ 𝑡

𝜕𝑄

𝜕𝑡
= 0.

  

Решаем первое уравнение через уравнение характеристик: 

𝐹
𝜕𝐹

𝜕𝐹
+ 𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑥
+ 𝑡

𝜕𝐹

𝜕𝑡
= 0, 

𝑑𝑥

𝑥
=
𝑑𝑡

𝑡
=
𝑑𝐹

−𝐹
.              (П.1.16) 

В первом случае получим 
𝑥

𝑡
= 𝐶, во втором – 𝐹𝑡 = 𝐶. Тогда 

𝐹𝑡 = 𝜑(
𝑥

𝑡
), то есть 𝐹 =

1

𝑡
𝜑(
𝑥

𝑡
), где 𝜑 – любая гладкая функция. 

Аналогично получим 𝑄 =
1

𝑡2
𝜓(
𝑥

𝑡
), где 𝜓 – также любая 

гладкая функция. 

При таких произвольных элементах обобщенное волновое 

уравнение уравнение допускает группу однородных растяжений 

по координате и времени. 

Пример 2. Рассмотрим линейную комбинацию генераторов 

�̂�1
𝜀 и �̂�2

𝜀: 

�̂�𝜀 =
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝐶

𝜕

𝜕𝑥
.               (П.1.17) 

Решим систему уравнений для произвольных элементов 

{
�̂�𝜀(𝐹 − 𝐹(𝑥, 𝑡, 𝑢)) = −

𝜕𝐹

𝜕𝑡
− 𝐶

𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 0,

�̂�𝜀(𝑄 − 𝑄(𝑥, 𝑡, 𝑢)) = −
𝜕𝑄

𝜕𝑡
− 𝐶

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 0.

           (П.1.18) 

Имеем: 
𝜕𝐹

𝜕𝑡
+ 𝐶

𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 0, 

𝑑𝑡

1
=
𝑑𝑥

𝐶
, 

𝐶𝑡 = 𝑥 + 𝐶1 ⇒ 𝐽1 = 𝑥 − 𝐶𝑡.            (П.1.19) 

Получили 𝐹 = 𝐹(𝑥 − 𝐶𝑡), 𝑄 = 𝑄(𝑥 − 𝐶𝑡). 
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Введем новую переменную 𝜉 = 𝑥 − 𝐶𝑡, получим: 

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝐹(𝑥 − 𝐶𝑡, 𝑢) ∙ 𝑢𝑡 + 𝑄(𝑥 − 𝐶𝑡, 𝑢) = 0, 

𝑢𝑡 = 𝑢𝜉 ∙ (−𝐶), 

𝑢𝑡𝑡 = 𝐶
2 ∙ 𝑢𝜉𝜉, 

𝑢𝑥𝑥=𝑢𝜉𝜉.               (П.1.20) 

Выполняя подстановку, окончательно получим: 

𝑢𝜉𝜉(𝐶
2 − 1) +  𝐹(𝜉, 𝑢) ∙ (−𝐶) ∙ 𝑢𝜉 + 𝑄(𝜉, 𝑢) = 0.        (П.1.21) 

Итак, мы добились перехода от уравнения в частных произ-

водных к обыкновенному дифференциальному уравнению отно-

сительно новой переменной 𝜉 (координата бегущей волны). 

Для продолжения дальнейших исследований необходимо из 

физических соображений задать конкретный вид функций F и Q 
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Приложение 2 

Групповой анализ уравнений  

для производящего функционала 

Производящим функционалом в статистической физике 

конденсированного состояния вещества в состоянии равновесия 

называют функционал вида 

1 2 1 2

1

( ) ( , ,... ) (1 ( )) ...N N N i N

i N

L u D q q q n u q dq dq dq
 

   ,     (П.2.1)
 

где D(q1, q2,    qN) – равновесная функция распределения,  qi – 

радиус вектор до i частицы, u(qi) – регулярная функция, n – кон-

центрация частиц. Функционал LN называется производящим, 

поскольку через его вариационные производные выражаются 

равновесные функции распределения, а именно  

1 2

1

( ) 0

( )
( ... )

( ) ( )... ( )
s

s
N

s s
q i q i q i

u q

L u
F q q

u q u q u q



  


 
 

  
. (П.2.2) 

Уравнение для производящего функционала в состоянии 

равновесия в NVT-ансамбле имеет вид 

 
1

2( , )( ) ( )1
( ) 0

( ) ( ) ( )

i jN N
j j

i i ji iV

Ф q qL u L u
n u q dq

u q u q u qq q 

 

  


    
 


    (П.2.3) 

и эквивалентно цепочке уравнений ББГКИ (см. например [13]). 

В настоящем приложении мы проведем групповой анализ урав-

нения (П.2.3) на основе эвристического подхода, предложенного 

в работе [74]. 

Выберем в качестве вектора независимых величин 

{ ,[ ( )],R q u q  ( ( ))}NL u q . Запишем в явном виде инфинитези-

мальный оператор для этого вектора 

( ,[ ], ) ([ ], )N N
N

X q u L u L
u L

 
 

 
 

,   (П.2.4) 
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где  β1 – первое продолжение, β2 – второе продолжение, индекс у 

производящего функционала соответствует вариационной про-

изводной, θ, n – соответственно температура (в единицах энер-

гии) и атомная концентрация. 

Формулы продолжения для первой и второй производной: 

1

2

2 1

( ',[ ], ) ([ ], ) ( '',[ ], ) ''
' '' ''

( '', ',[ ], ) ([ ], ) ( ''',[ ], ) '''
'' ' ''' '''

N
N N N

N
N N N

L
q u L u L q u L dq

u u u

L
q q u L u L q u L dq

u u u u

 
  

  

 
  

   

  

  




.     

Подействуем оператором (40) на уравнение (37) и в резуль-

тате получим определяющее уравнение 

   

1

1 2

2

0

( , )1
( ',[ ], ) ( , ,[ ], )

( )
                         ( ) ( ,[ ], ) 0.

( ) ( )

i j

N i j N

i iV

N
j j N j

i j
F

Ф q q
q u L q q u L

q q

L u
n u q q u L dq

u q u q

 
 




 



   


    





 
Опустим промежуточные вычисления и перейдем к резуль-

тату. Он имеет вид 

1 2

( ,[ ], ) 0

([ ], )

N

N N

q u L

u L L



  



  ,     (П.2.7) 

где  λ1, λ2 – произвольные постоянные. Группа преобразований с 

векторным полем (43) соответствует трансляциям и растяжени-

ям. 

Как и в предыдущем случае, рассмотрим вариант расшире-

ния пространства независимых переменных посредством добав-

ления частичной концентрации и температуры. Соответствую-

щий инфинитезимальный оператор имеет вид 

( ,[ ], , , ) ([ ], , , )

                 [ ], , , ) ([ ], , , )

N N
N

N N

X q u L n u L n
u L

u L n u L n
n

 
   

 

   


  

 
 

  .          (П.2.8) 

(П.2.5) 

(П.2.6) 
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Тогда после действия оператора (44) на (39) определяющее 

уравнение имеет вид 

 
1

1

2

( )
( ',[ ], , , ) ([ ], , , )

( )

( , )
                     ( , ,[ ], , , ) ( )

N
N N

ii i

i j
i j N j

iV

L u
q u L n u L n

u qq q

Ф q q
q q u L n n u q

q

 




   



 

 
  
 


    




 

 
2

0

( )
             ([ ], , , ) ( ,[ ], , , ) 0

( ) ( )

N
N j N j

i j
F

L u
u L n q u L n dq

u q u q


   

 



   


.

 
Опуская выкладки, приходим к результату: 

1 2

2 3
1

( , , ) ( , , );

( , , ) ( , ) ( , );

([ ], , , ) ( , )( );
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Отметим, полученные группы симметрии являются обоб-

щениями трансляций и растяжений для исходной системы урав-

нений ББГКИ. 

 

  

(П.2.9) 
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