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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Учебное пособие разработано в соответствии с методи-

ческими рекомендациями по подготовке педагогических 

кадров («Ядро высшего педагогического образования»),  

с учетом рекомендуемого содержания дисциплин «Элемен-

тарная математика» и «Геометрия» рабочей программы пред-

метно-методического модуля по профилю «Математика». 

Пособие предназначено для проведения практических 

занятий, организации самостоятельной работы и текущего 

контроля студентов дневной и заочной форм обучения по 

направлению подготовки 44.03.05 «Педагогическое образо-

вание» (с двумя профилями подготовки, один из которых 

«Математика»). Задания, включенные в практикум, направ-

лены на формирование и развитие у студентов умений ре-

шения стереометрических задач координатно-векторным 

методом. 

Как правило, в пособиях для подготовки к ЕГЭ, в мате-

риалах для учителей и экспертов предметных комиссий ре-

шение геометрических задач представлено преимуществен-

но «традиционным» поэтапно-вычислительным методом, а 

координатно-векторному методу практически не уделяется 

должного внимания. При этом координатно-векторный ме-

тод является одним из ключевых инструментов изучения 

стереометрии, позволяющим глубже понять взаимосвязь 

геометрических объектов в пространстве и эффективно ре-

шать разнообразные задачи. Применение данного метода 

способствует развитию у обучающихся пространственного 

мышления и аналитических навыков, что является важным 

элементом подготовки будущих учителей математики.  
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В пособие включены в основном стереометрические  

задачи, предлагавшиеся на ЕГЭ по профильной математике 

в течение последних десяти лет [1, 3, 6, 10, 13], а также зада-

чи, содержащиеся в пособиях по подготовке к ЕГЭ [9, 12, 14] 

или представленные в других открытых источниках 

(например, в материалах для экспертов предметных комис-

сий [5, 17, 18]). Формулировка таких задач состоит из двух 

пунктов: первый (а)) – на доказательство, второй (б)) – на 

вычисление. Поэтому подборка задач позволяет охватить 

все основные вопросы стереометрии: взаимное расположе-

ние прямых и плоскостей в пространстве, параллельность и 

перпендикулярность прямых или плоскостей, углы и рас-

стояния между прямыми и плоскостями, объёмы тел, пло-

щади сечений и др. 

Первая часть пособия сдержит основные формулы и 

другие справочные материалы, необходимые для решения 

задач координатно-векторным методом. Основное внима-

ние уделяется формулам, изучаемым в школьном курсе сте-

реометрии и в вузе в рамках дисциплины «Элементарная 

математика», поэтому формулы, связанные с векторным и 

смешанным произведением векторов, которые изучаются в 

университете в рамках дисциплины «Геометрия», в спра-

вочные материалы не были включены. 

Во второй части пособия представлены примеры реше-

ния задач, охватывающие различные виды многогранников 

и тел вращения. В примерах показаны различные способы 

введения системы координат. В решение задач включены 

необходимые рисунки и подробные комментарии. 
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Третья часть пособия содержит задачи для практиче-

ских занятий или для самостоятельного решения. Задачи 

разделены на две группы по типу фигур: 

1) куб и прямоугольный параллелепипед – многогран-

ники, для которых достаточно просто и удобно ввести пря-

моугольную систему координат при решении задач; 

2) призмы, пирамиды и тела вращения (конус и  

цилиндр). 

В конце пособия приводятся ответы к пунктам б) задач 

и список библиографических источников. 

  



7 

СПРАВОЧНЫЕ МАТЕРИАЛЫ 

1. Координаты середины отрезка 

Если точка 𝑀 – середина отрезка 𝐴𝐵, то координаты 

точки 𝑀 равны полусумме соответствующих координат  

точек 𝐴 и 𝐵. 

𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1),

 𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)
⟹  𝑀 (

𝑥1 + 𝑥2

2
,
𝑦1 + 𝑦2

2
,
𝑧1 + 𝑧2

2
) 

 

2. Координаты точки, делящей отрезок в заданном  

отношении 𝒎 ∶ 𝒏 

Пусть точка 𝑀 делит отрезок 𝐴𝐵 в отношении 𝑚 ∶ 𝑛, т. е. 

𝐴𝑀 ∶ 𝑀𝐵 =  𝑚 ∶ 𝑛. Тогда координаты точки 𝑀 вычисляются 

по следующим формулам. 

𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)

𝐴𝑀 ∶ 𝑀𝐵 =  𝑚 ∶ 𝑛
⟹ 𝑀(

𝑛𝑥1 +𝑚𝑥2
𝑛 +𝑚

,
𝑛𝑦1 +𝑚𝑦2
𝑛 +𝑚

,
𝑛𝑧1 +𝑚𝑧2
𝑛 +𝑚

) 

Можно использовать другой вид этих формул, обозна-

чив отношение  
𝑚
𝑛
= 𝜆. 

𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)
𝐴𝑀

𝑀𝐵
= 𝜆

⟹  𝑀 (
𝑥1 + 𝜆𝑥2
1 + 𝜆

,
𝑦1 + 𝜆𝑦2
1 + 𝜆

,
𝑧1 + 𝜆𝑧2
1 + 𝜆

) 

 
3. Длина отрезка 

Длина отрезка 𝐴𝐵 равна корню квадратному из суммы 

квадратов разностей соответствующих координат точек 

𝐴 и 𝐵. 

𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1),

 𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)
⟹ 𝐴𝐵 = √(𝑥2 − 𝑥1)

2 + (𝑦2 − 𝑦1)
2 + (𝑧2 − 𝑧1)

2 
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4. Координаты вектора 

Пусть точка 𝐴 – начало, а точка 𝐵 – конец вектора 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Тогда координаты вектора 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ равны разности соответ-

ствующих координат точек 𝐵 и 𝐴. 

𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1),

 𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)
⟹ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1, 𝑧2 − 𝑧1) 

5. Линейные операции с векторами 
При умножении вектора 𝑎  на число 𝑘 каждая его коор-

дината умножается на это число. 

𝑎 = (𝑎1,  𝑎2,  𝑎3), 𝑘 ∈ ℝ   ⟹   𝑘𝑎 = (𝑘𝑎1,  𝑘𝑎2,  𝑘𝑎3) 

При сложении двух векторов 𝑎  и 𝑏⃗  получается вектор, 

каждая координата которого равна сумме соответствующих 

(одноимённых) координат векторов 𝑎  и 𝑏⃗ . 

𝑎 = (𝑎1,  𝑎2,  𝑎3)

𝑏⃗ = (𝑏1,  𝑏2,  𝑏3)
  ⟹  𝑎 ± 𝑏⃗ = (𝑎1 ± 𝑏1,  𝑎2 ± 𝑏2,  𝑎3 ± 𝑏3) 

Если известны координаты точки 𝐴 и вектора 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, то ко-

ординаты точки 𝑀 такой, что 𝐴𝑀 ∶ 𝑀𝐵 =  𝑚 ∶ 𝑛, 𝑘 =
𝑚

𝑚 + 𝑛
 

(см. п. 2), равны сумме соответствующих координат точки 𝐴 

и вектора  𝑘𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝑎, 𝑏, 𝑐),
𝐴𝑀 ∶ 𝑀𝐵 =  𝑚 ∶ 𝑛,

𝑘 =
𝑚

𝑚 + 𝑛
 

   ⟹    𝑀(𝑥1 + 𝑘 ⋅ 𝑎,  𝑦1 + 𝑘 ⋅ 𝑏,  𝑧1 + 𝑘 ⋅ 𝑐)  

6. Длина вектора 
Если известны координаты вектора 𝑎 , то его длина  

вычисляется по следующей формуле. 

𝑎⃗ = (𝑎1,  𝑎2,  𝑎3)   ⟹  |𝑎⃗ | = √𝑎1
2 + 𝑎2

2 + 𝑎3
2 
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Если известны координаты начала и конца вектора 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 

то его длину можно найти, вычислив его координаты (см. 

п. 4), либо по формуле для длины отрезка 𝐴𝐵 (см. п. 3). 

𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1),

 𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)
   ⟹   

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1, 𝑧2 − 𝑧1)

|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √(𝑥2 − 𝑥1)
2 + (𝑦2 − 𝑦1)

2 + (𝑧2 − 𝑧1)
2
  

 

7. Скалярное произведение векторов 

Скалярное произведение векторов 𝑎  и 𝑏⃗  – это число, 

равное произведению длин этих векторов на косинус угла 

между ними. 

𝑎 ⋅ 𝑏⃗ = |𝑎 | ⋅ |𝑏⃗ | ⋅ cos∠(𝑎 , 𝑏⃗ ) 

Если векторы 𝑎  и 𝑏⃗  заданы координатами, то скалярное 

произведение 𝑎 ⋅ 𝑏⃗  равно сумме произведений соответству-

ющих (одноимённых) координат векторов 𝑎  и 𝑏⃗ . 

𝑎 = (𝑎1,  𝑎2,  𝑎3)

𝑏 =⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ (𝑏1,  𝑏2,  𝑏3)
  ⟹  𝑎 ⋅ 𝑏⃗ = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3 

Два вектора 𝑎  и 𝑏⃗  перпендикулярны тогда и только то-

гда, когда их скалярное произведение равно нулю. 

𝑎 ⊥ 𝑏⃗  ⟺ 𝑎 ⋅ 𝑏⃗ = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3 = 0 

 

8. Угол между векторами 

Косинус угла между векторами 𝑎  и 𝑏⃗  равен отношению 

скалярного произведения этих векторов к произведению их 

длин. 

cos∠(𝑎 , 𝑏⃗ ) =
𝑎 ⋅ 𝑏⃗ 

|𝑎 | ⋅ |𝑏⃗ |
=

𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3

√𝑎1
2 + 𝑎2

2 + 𝑎3
2 ⋅ √𝑏1

2 + 𝑏2
2 + 𝑏3

2
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Заметим, что если cos∠(𝑎 , 𝑏⃗ ) > 0, то угол между векто-

рами острый, т. е. 0 < ∠(𝑎 , 𝑏⃗ ) < 90°; если cos∠(𝑎 , 𝑏⃗ ) < 0, угол 

между векторами тупой, т. е. 90° < ∠(𝑎 , 𝑏⃗ ) < 180°. 

9. Уравнение плоскости 

Пусть дана точка 

𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝛼 и вектор 𝑛⃗ =

(𝑎, 𝑏, 𝑐) ≠ 0⃗ , перпендикуляр-

ный плоскости 𝛼 (вектор нор-

мали), т. е. 𝑛⃗ ⊥ 𝛼 (см. рис. 1). 

Если точка 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝛼, то 

вектор 𝑀0𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0, 𝑧 − 𝑧0)  

перпендикулярен вектору 𝑛⃗ . Тогда их скалярное произведе-

ние 𝑛⃗ ⋅ 𝑀0𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0. 

Уравнение плоскости 𝛼, проходящей через точку 

𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝛼 и перпендикулярной к вектору 𝑛⃗ = (𝑎, 𝑏, 𝑐), 

имеет вид: 

𝑎(𝑥 − 𝑥0) + 𝑏(𝑦 − 𝑦0) + 𝑐(𝑧 − 𝑧0) = 0. 

Уравнение плоскости 𝛼 можно записать в виде: 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0. 

Если плоскость проходит через точки 𝐴, 𝐵, 𝐶, то, под-

ставляя координаты этих точек в уравнение плоскости 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0, получим следующую систему урав-

нений. 

𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1)

𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)

𝐶(𝑥3, 𝑦3, 𝑧3)
  
𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐𝑧+𝑑=0
⇒              {

𝑎𝑥1 + 𝑏𝑦1 + 𝑐𝑧1 + 𝑑 = 0,
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 𝑐𝑧2 + 𝑑 = 0,
𝑎𝑥3 + 𝑏𝑦3 + 𝑐𝑧3 + 𝑑 = 0.

 

Если плоскость не проходит через начало координат, то 

при решении системы можно задать 𝑑 = 1 (или любое дру-

гое «удобное» ненулевое значение), в противном случае 𝑑 =

0. 

Рис.  1 
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10. Расстояние от точки до плоскости 

Пусть плоскость 𝛼 имеет уравнение 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

и 𝑃(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∉ 𝛼. Тогда расстояние от точки 𝑃 до плоскости 

𝛼 вычисляется по формуле 

𝑃(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝛼
𝛼 ∶ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0

  ⟹   𝜌(𝑃, 𝛼) =
|𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 + 𝑐𝑧0 + 𝑑|

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
  

 

11. Угол между плоскостями 

Косинус угла между 

плоскостями 𝛼 и 𝛽 равен  

модулю косинуса угла между 

их нормальными векторами 

𝑛⃗ 1 и 𝑛⃗ 2. (См. рис. 2. Угол 𝜑 

между пересекающимися 

плоскостями 0 < 𝜑 ≤ 90°, а 

угол между векторами может 

быть и тупым.) 
 

𝛼 ∶ 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 + 𝑑1 = 0,

𝑛⃗ 1 = (𝑎1,  𝑏1,  𝑐1),
𝛽 ∶ 𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2𝑧 + 𝑑2 = 0,

𝑛⃗ 2 = (𝑎2,  𝑏2,  𝑐2)

  ⟹ cos∠(𝛼, 𝛽) = |cos∠(𝑛⃗ 1, 𝑛⃗ 2)|   

В координатной форме эта формула примет вид: 

cos∠(𝛼, 𝛽) =
|𝑛⃗ 1 ⋅ 𝑛⃗ 2|

|𝑛⃗ 1| ⋅ |𝑛⃗ 2|
=

|𝑎1𝑎2 + 𝑏1𝑏2 + 𝑐1𝑐2|

√𝑎1
2 + 𝑏1

2 + 𝑐1
2 ⋅ √𝑎2

2 + 𝑏2
2 + 𝑐2

2
 

12. Угол между прямой и плоскостью 

Синус угла между прямой ℓ, проходящей через точки 𝐴 и 

𝐵, и плоскостью 𝛼 равен модулю косинуса угла между век-

тором 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ и нормальным вектором 𝑛⃗  плоскости 𝛼. 

Рис.  2 
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Рис.  3 

𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) ∈ ℓ
𝛼 ∶ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0

⟹ sin∠(ℓ, 𝛼) = |cos∠(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑛⃗ )| 

 

13. Угол между прямыми 

Косинус угла между прямыми ℓ1 = 𝐴𝐵 и ℓ2 = 𝐶𝐷 равен 

модулю косинуса угла между их направляющими векторами 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ (угол 𝜑 между прямыми 0 < 𝜑 ≤ 90°, а угол между 

векторами может быть и тупым). 

𝐴, 𝐵 ∈ ℓ1
𝐶, 𝐷 ∈ ℓ2

  ⟹ cos∠(ℓ1, ℓ2) = |cos∠(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗)| 

 

14. Расстояние между скрещивающимися прямыми 

Пусть прямые 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 – скрещивающиеся. Известны 

координаты точек 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷. 

Проведём через 𝐴𝐵 плос-

кость 𝛼, параллельную 𝐶𝐷 (см. 

рис. 3). Найдём какой-нибудь 

нормальный вектор 𝑛⃗  плоско-

сти 𝛼. Например, из условий: 

{
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑛⃗ = 0,

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑛⃗ = 0.
 

Найдём вектор 𝑞 =
𝑛⃗ 

|𝑛⃗ |
. Очевидно, что 

|𝑞 | = 1. Тогда  

|𝑞 ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| = |1 ⋅ |𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| ⋅ cos∠(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑞 )| = ||𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| ⋅ cos∠(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑞 )| =

=  𝜌(𝐴𝐵, 𝐶𝐷). 

𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 − 
скрещивающиеся,
𝐴𝐵 ∈ 𝛼,   𝐶𝐷 ∥ 𝛼,

 𝑛⃗ ⊥ 𝛼  и  {
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑛⃗ = 0,

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑛⃗ = 0

  ⟹   𝜌(𝐴𝐵, 𝐶𝐷) = |
𝑛⃗ 

|𝑛⃗ |
⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| =

|𝑛⃗ ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|

|𝑛⃗ |
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Рис.  4 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Пример 1 

В прямоугольном параллелепипеде 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 на 

диагонали 𝐵𝐷1 отмечена точка 𝑁 так, что 𝐵𝑁 ∶ 𝑁𝐷1 = 1 ∶ 2. 

Точка 𝑂 – середина отрезка 𝐶𝐵1. 

a) Докажите, что прямая 𝑁𝑂 проходит через точку 𝐴. 

б) Найдите объём параллелепипеда 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1, если 

длина отрезка 𝑁𝑂 равна расстоянию между прямыми 𝐵𝐷1  

и 𝐶𝐵1 и равна √2. 

Решение  

а) Введём прямоуголь-

ную систему координат так 

(см. рис. 4), что точка 𝐴 – 

начало координат, положи-

тельные направления соот-

ветственно для оси абсцисс – 

луч 𝐴𝐵, для оси ординат – 

луч 𝐴𝐷, для оси аппликат – 

луч 𝐴𝐴1. 

Пусть 𝐴𝐵 = 𝑎, 𝐴𝐷 = 𝑏, 𝐴𝐴1 = 𝑐. Тогда получим следую-

щие координаты точек: 𝐴(0, 0, 0),  𝐵(𝑎, 0, 0),  𝐶(𝑎, 𝑏, 0),   

𝐵1(𝑎, 0, 𝑐),  𝐷1(0, 𝑏, 𝑐). Точка 𝑂 – середина отрезка 𝐶𝐵1, поэто-

му она имеет координаты 𝑂 (𝑎,
𝑏

2
,
𝑐

2
). 

Для доказательства п. а) покажем, что векторы 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  и 𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

коллинеарные. 

Найдём координаты точки 𝑁. Так как 𝐵𝑁 ∶ 𝑁𝐷1 = 1 ∶ 2, 

получаем: 

𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

3
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 1 =

1

3
(−𝑎, 𝑏, 𝑐) = (−

𝑎

3
,
𝑏

3
,
𝑐

3
). 
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Тогда получаем координаты точки 𝑁 как сумму соот-

ветствующих координат точки 𝐵 и вектора 𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (см. п. 5  

в справочных материалах): 

𝑁 (𝑎 −
𝑎

3
, 0 +

𝑏

3
, 0 +

𝑐

3
 )  ⟹  𝑁 (

2𝑎

3
,
𝑏

3
,
𝑐

3
 ). 

Заметим, что координаты точки 𝑁 можно было вычис-

лить по формуле из п. 2 справочных материалов: 

𝑁 (
𝑚𝑥𝐵 + 𝑛𝑥𝐷1
𝑚 + 𝑛

,
𝑚𝑦𝐵 + 𝑛𝑦𝐷1
𝑚 + 𝑛

,
𝑚𝑧𝐵 + 𝑛𝑧𝐷1
𝑚+ 𝑛

) =

=  𝑁 (
0 + 2𝑎

1 + 2
,
𝑏 + 0

1 + 2
,
𝑐 + 0

1 + 2
) =  𝑁 (

2𝑎

3
,
𝑏

3
,
𝑐

3
 ). 

Следовательно,  

𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (
2𝑎

3
,
𝑏

3
,
𝑐

3
) , 𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑎,

𝑏

2
,
𝑐

2
)  ⟹ 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

2

3
𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Таким образом, векторы 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  и 𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ коллинеарные, зна-

чит, точки 𝐴, 𝑁, 𝑂 лежат на одной прямой. 

б) По условию 𝑁𝑂 = 𝜌(𝐵𝐷1, 𝐶𝐵1) = √2. 

Найдём координаты векторов 

𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 1(−𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝐵1𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(0, 𝑏, −𝑐). 

По условию 𝑁𝑂 – расстояние между прямыми 𝐵𝐷1 и 𝐶𝐵1, 

поэтому 𝑁𝑂 – общий перпендикуляр прямых 𝐵𝐷1 и 𝐶𝐵1. Вы-

разим длину вектора 𝑁𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗  через его координаты: 

𝑁𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (
𝑎

3
,
𝑏

6
,
𝑐

6
)  ⟹ |𝑁𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | = √

𝑎2

9
+
𝑏2

36
+
𝑐2

36
= √2. 

Так как 𝑁𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 1, 𝑁𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝐵1𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, то в координатной форме 

скалярное произведение вектора 𝑁𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗  и векторов 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 1 и 𝐵1𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

примет вид: 
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Рис.  5 

{
𝑁𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 1 = 0,

𝑁𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝐵1𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0.
 ⟹

{
 

 −
𝑎2

3
+
𝑏2

6
+
𝑐2

6
= 0,

𝑏2

6
−
𝑐2

6
= 0.

 ⟹ 𝑎 = 𝑏 = 𝑐. 

Таким образом, параллелепипед 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 являет-

ся кубом. Заменяя 𝑏, 𝑐 на 𝑎 в формуле для |𝑁𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |, получим: 

𝑎2

9
+
𝑎2

36
+
𝑎2

36
= 2 ⟹ 𝑎 = 2√3. 

Следовательно, объём параллелепипеда равен: 

𝑉 = 𝑎3 = (2√3)
3
= 24√3. 

 

Пример 2 

В основании четырёхугольной пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 лежит 

прямоугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 со сторонами 𝐴𝐵 = √5 и 𝐵𝐶 = 2. Дли-

ны боковых рёбер пирамиды 𝑆𝐴 = √7, 𝑆𝐵 = 2√3 и 𝑆𝐷 = √11.  

а) Докажите, что 𝑆𝐴 – высота пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷. 

б) Найдите расстояние от точки 𝐴 до плоскости (𝑆𝐵𝐶). 

Решение 

а) Введём прямоуголь-

ную систему координат так 

(см. рис. 5), что точка 𝐴 – 

начало координат, положи-

тельные направления соот-

ветственно для оси абсцисс – 

луч 𝐴𝐷, для оси ординат – луч 

𝐴𝐵, для оси аппликат – неко-

торый луч 𝐴𝑀 такой, что 

𝐴𝑀 ⊥ (𝐴𝐵𝐶).  

По условию 𝐴𝐵𝐶𝐷 – прямоугольник, поэтому получим 

следующие координаты точек: 𝐴(0,0,0), 𝐵(0, √5, 0), 𝐷(2,0,0),  

𝐶(2, √5, 0). 
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Пусть координаты вершины 𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑧). По условию из-

вестны длины рёбер 𝑆𝐴, 𝑆𝐵, 𝑆𝐷, поэтому выразим через 

𝑥, 𝑦, 𝑧 координаты векторов 𝐴𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐵𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ и их длины: 

𝐴𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝐵𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑥, 𝑦 − √5, 𝑧), 𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑥 − 2, 𝑦, 𝑧). 

Тогда 

|𝐴𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = √7  ⟹ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 7. 

Подставляя значение этого выражения в формулу для 

|𝐵𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗|, получим: 

|𝐵𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √𝑥2 + (𝑦 − √5)
2
+ 𝑧2 = 2√3  ⟹ 

 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2√5𝑦 + 5 = 12 ⟹ 7 − 2√5𝑦 + 5 = 12 ⟹ 𝑦 = 0. 

Действуя аналогично, для |𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗| получим: 

|𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 + 𝑧2 = √11  ⟹  

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4𝑥 + 4 = 11 ⟹ 7 − 4𝑥 + 4 = 11 ⟹ 𝑥 = 0. 

Находим 𝑧 из равенства |𝐴𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √0 + 0 + 𝑧2 = √7 и при 

выбранных направлениях осей получаем 𝑆(0, 0, √7). 

Таким образом, точка 𝑆 ∈ 𝑂𝑧, следовательно, 𝑆𝐴 ⊥ (𝐴𝐵𝐶) 

и 𝑆𝐴  – высота пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷. 

б) Для нахождения расстояния от точки 𝐴 до плоскости 

(𝑆𝐵𝐶) составим уравнение плоскости 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 по 

трем точкам (см. п. 9 в справочных материалах): 𝑆(0, 0, √7), 

𝐵(0,√5, 0), 𝐶(2, √5, 0). 

Плоскость (𝑆𝐵𝐶) не проходит через начало координат, 

поэтому пусть 𝑑 = 1. Подставляя координаты точек в урав-

нение плоскости, составим систему: 

{

𝑐√7 + 1 = 0,

𝑏√5 + 1 = 0,

2𝑎 + 𝑏√5 + 1 = 0.

 



17 

Получаем, что 𝑐 = − 
1

√7
,  𝑏 = − 

1

√5
,  𝑎 = 0. Следователь-

но, плоскость (𝑆𝐵𝐶) имеет уравнение 

−
𝑦

√5
−
𝑧

√7
+ 1 = 0. 

Тогда расстояние от точки 𝐴(0, 0, 0) до плоскости 

(𝑆𝐵𝐶) равно: 

𝜌(𝐴, (𝑆𝐵𝐶)) =
|0 + 0 + 1|

√0 +
1
5
+
1
7

=
1

√12
35

=
√105

6
. 

 

Пример 3 

В основании прямой призмы 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1 лежит равно-

бедренный треугольник 𝐴𝐵𝐶 с основанием 𝐴𝐵. Точка 𝑃 де-

лит ребро 𝐴𝐵 в отношении 𝐴𝑃 ∶ 𝑃𝐵 = 1 ∶ 3. Точка 𝑄 – сере-

дина ребра 𝐴1𝐶1. Через середину 𝑀 ребра 𝐵𝐶 провели плос-

кость α, перпендикулярную отрезку 𝑃𝑄. 

a) Докажите, что плоскость α делит ребро 𝐴𝐶 пополам. 

б) Найдите отношение, в котором плоскость α делит  

отрезок 𝐴1𝐶1, считая от точки 𝐴1, если известно, что 𝐴𝐵 =

𝐴𝐴1 и 𝐴𝐵 ∶ 𝐵𝐶 = 2 ∶ 7. 

Решение 

а) Пусть 𝑂 – середина 𝐴𝐵,  𝑂𝐴 = 𝑎,  𝐴𝐴1 = ℎ,  𝐵𝐶 = 𝑏.  

Тогда 𝑂𝐶 – медиана и высота в ∆𝐴𝐵𝐶. В прямоугольном 

∆𝐵𝑂𝐶 получаем 𝑂𝐶 = √𝑏2 − 𝑎2. 

Введём прямоугольную систему координат так (см. 

рис. 6), что точка 𝑂 – начало координат, положительные 

направления соответственно для оси абсцисс – луч 𝑂𝐴, для 

оси ординат – луч 𝑂𝐶, для оси аппликат – луч 𝑂𝐷 такой, что 

𝑂𝐷 ∥ 𝐴𝐴1,  следовательно, 𝑂𝐷 ⊥ (𝐴𝐵𝐶). 
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Рис.  6 

Получаем следующие 

координаты точек: 𝐴(𝑎, 0, 0), 

𝐵(−𝑎, 0, 0), 𝐶(0, √𝑏2 − 𝑎2, 0), 

𝐴1(𝑎, 0, ℎ), 𝐶1(0, √𝑏
2 − 𝑎2, ℎ). 

По условию  

𝐴𝑃 ∶ 𝑃𝐵 = 1 ∶ 3, следова-

тельно, 𝑃 (
𝑎

2
, 0, 0). Точка 𝑄 – 

середина отрезка 𝐴1𝐶1,  

поэтому её координаты 𝑄 (
𝑎

2
, √𝑏

2 − 𝑎2

2
, ℎ). Точка 𝑀 – середи- 

на отрезка 𝐵𝐶, поэтому её координаты 𝑀(− 
𝑎

2
, √𝑏

2 − 𝑎2

2
, 0). 

Получаем координаты вектора 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0, √𝑏
2 − 𝑎2

2
, ℎ ).  

Составим уравнение плоскости 𝛼 по точке 𝑀 и нормаль-

ному вектору 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ (см. п. 9 в справочных материалах). Под-

ставляя их координаты, получим уравнение: 

√𝑏2 − 𝑎2

2
(𝑦 −

√𝑏2 − 𝑎2

2
) + ℎ ⋅ 𝑧 = 0. 

Проверим, проходит ли плоскость 𝛼 через середину ре-

бра 𝐴𝐶 – точку с координатами (
𝑎

2
, √𝑏

2 − 𝑎2

2
, 0). Её коорди-

наты удовлетворяют уравнению плоскости: 

√𝑏2 − 𝑎2

2
⋅ (
√𝑏2 − 𝑎2

2
−
√𝑏2 − 𝑎2

2
) + ℎ ⋅ 0 = 0. 

Следовательно, плоскость 𝛼 делит ребро 𝐴𝐶 пополам. 

б) По условию 𝐴𝐵 = 𝐴𝐴1, поэтому ℎ = 2𝑎, и 𝐴𝐵 ∶ 𝐵𝐶 = 

= 2𝑎 ∶ 𝑏 = 2 ∶ 7, поэтому 𝑏 = 7𝑎, √𝑏2 − 𝑎2 = 4√3𝑎, а уравне-

ние плоскости 𝛼 примет вид: √3𝑦 + 𝑧 − 6𝑎 = 0. Тогда полу-
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чим следующие координаты точек: 𝐴1(𝑎, 0, 2𝑎), 

𝐶1(0,4√3𝑎, 2𝑎). 

Пусть точка 𝑆 = 𝐴1𝐶1 ∩ 𝛼. Векторы 𝐴1𝑆⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝐴1𝐶1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ коллине-

арные, тогда 𝐴1𝑆⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑘 ⋅ 𝐴1𝐶1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (−𝑘𝑎, 𝑘 ⋅ 4√3𝑎, 0), следова-

тельно, координаты точки 𝑆(𝑎 − 𝑘𝑎, 𝑘 ⋅ 4√3𝑎, 2𝑎). Подстав-

ляя координаты точки 𝑆 в уравнение плоскости 𝛼, решаем 

уравнение относительно переменной 𝑘: 

√3(𝑘 ⋅ 4√3𝑎) + 2𝑎 − 6𝑎 = 0, 

12𝑘𝑎 = 4𝑎 ⟹  𝑘 =
1

3
. 

Получили, что 𝐴1𝑆⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
⋅ 𝐴1𝐶1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, следовательно, 𝐴1𝑆 ∶ 𝑆𝐶1 = 1 ∶ 2. 

 
Пример 4 

Грани 𝐴𝐵𝐷 и 𝐴𝐶𝐷 тетраэдра 𝐴𝐵𝐶𝐷 являются правиль-

ными треугольниками со стороной 4 и перпендикулярны 

друг другу. Плоскость  α  перпендикулярна ребру 𝐶𝐷 и пере-

секает рёбра 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 в точках 𝐾 и 𝑀 соответственно,  

причём 𝐶𝑀 ∶ 𝑀𝐷 = 5 ∶ 3. 

а) Докажите, что 𝐾 – середина ребра 𝐴𝐵. 

б) Найдите площадь сечения тетраэдра плоскостью α. 

Решение 

а) Пусть точка 𝑂 – середина 𝐴𝐷. Тогда в ∆𝐴𝐵𝐷 и в ∆𝐴𝐶𝐷 

отрезки 𝐵𝑂 и 𝐶𝑂 являются медианами и высотами соответ-

ственно. 

Введём прямоугольную систему координат так (см. 

рис. 7), что точка 𝑂 – начало координат, положительные 

направления соответственно для оси абсцисс – луч 𝑂𝐷, для 

оси ординат – луч 𝑂𝐶, для оси аппликат – луч 𝑂𝐵.  
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Рис.  7 

Тогда получаем следующие координаты точек:  

𝑂(0, 0, 0), 𝐴(−2, 0, 0), 𝐷(2, 0, 0), 𝐶(0, 2√3, 0), 𝐵(0, 0, 2√3). 

Найдём уравнение плос-

кости 𝛼. Её вектор нормали 

𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ имеет координаты 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

(−2, 2√3, 0). Тогда 

𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
3

8
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−

3

4
,
3√3

4
, 0) 

и получаем координаты 

точки 𝑀(
5

4
,
3√3

4
, 0). 

Так как 𝑀 ∈ 𝛼, 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝛼, уравнение плоскости 𝛼 составим 

по точке 𝑀 и вектору 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗: 

−2(𝑥 −
5

4
) + 2√3(𝑦 −

3√3

4
) + 0 = 0, 

−2𝑥 + 2√3𝑦 − 2 = 0, 

𝑥 − √3𝑦 + 1 = 0. 

Найдём координаты точки 𝐾, используя уравнение плос-

кости 𝛼 и координаты вектора 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑘 ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2𝑘, 0, 2√3𝑘). 

Тогда точка 𝐾 имеет координаты 𝐾(−2 + 2𝑘, 0, 2√3𝑘). Под-

ставляя координаты в уравнение плоскости 𝛼, получим: 

−2+ 2𝑘 + 0 + 1 = 0 ⟹ 𝑘 =
1

2
 ⟹ 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  ⟹ 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

Таким образом, 𝐾 – середина 𝐴𝐵. 

б) Пусть 𝐿 = 𝛼 ∩ 𝐴𝐷. Так как 𝐿 ∈ 𝐴𝐷, её координаты 

имеют вид 𝐿(𝑥, 0, 0). Подставляя координаты в уравнение 

плоскости 𝛼, получим 𝑥 = −1 и координаты точки 𝐿(−1,0, 0) 

(лежит на отрезке 𝐴𝐷). 

Пусть 𝑁 = 𝛼 ∩ 𝐶𝐵, тогда 

𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0,−2√3, 2√3), 𝐶𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑘 ⋅ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0,−2√3𝑘, 2√3𝑘). 
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Рис.  8 

Находим координаты точки 𝑁(0,2√3 − 2√3𝑘, 2√3𝑘). 

Подставляя координаты в уравнение плоскости 𝛼, получим: 

0 − √3(2√3 − 2√3𝑘) + 1 = 0, 

−6+ 6𝑘 + 1 = 0 ⟹ 𝑘 =
5

6
. 

Тогда координаты точки 𝑁 (0, √
3

3
,
5√3

3
) (лежит на 𝐵𝐶). 

Замечание. Плоскость 𝛼 не пересекает ребро (отрезок) 

𝐵𝐷. Действительно, пусть 𝑃 – точка пересечения ребра 𝐵𝐷 с 

плоскостью 𝛼, т. е. 𝑃 = 𝛼 ∩ 𝐵𝐷, тогда 

𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (−2, 0, 2√3), 𝐷𝑃⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑘 ⋅ 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (−2𝑘, 0, 2√3𝑘). 

Следовательно, получаем 𝑃(2 − 2𝑘, 0, 2√3𝑘). Подставляя 

координаты в уравнение плоскости 𝛼, получим: 

2 − 2𝑘 − 0 + 1 = 0 ⟹ 𝑘 =
3

2
. 

Тогда получаем координаты точки 𝑃(− 1, 0, 3√3). Но 

𝑧𝑃 = 3√3 > 2√3 = 𝑂𝐵, следовательно, точка 𝑃 не лежит на 

ребре 𝐵𝐷 (лежит на его продол-

жении). 

Таким образом, четырёх-

угольник 𝐾𝐿𝑀𝑁 – искомое сече-

ние тетраэдра 𝐴𝐵𝐶𝐷 (см. рис. 8). 

Зная координаты четырёх 

его вершин: 

𝐾(−1,0, √3), 𝐿(−1,0, 0),𝑀 (
5

4
,
3√3

4
, 0) , 𝑁 (0,

√3

3
,
5√3

3
), 

найдём площадь по формуле 

𝑆𝐾𝐿𝑀𝑁 =
1

2
|𝐾𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗| ⋅ |𝐿𝑁⃗⃗⃗⃗  ⃗| ⋅ sin∠(𝐾𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐿𝑁⃗⃗⃗⃗  ⃗). 
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Находим координаты векторов: 

𝐾𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (
9

4
,
3√3

4
,−√3) , 𝐿𝑁⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1,

√3

3
,
5√3

3
). 

Тогда 

|𝐾𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √
81

16
+
27

16
+ 3 =

√39

2
, |𝐿𝑁⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √1 +

1

3
+
25

3
=
√87

3
, 

cos∠(𝐾𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐿𝑁⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

9
4 ⋅ 1 +

3√3
4 ⋅

√3
3 − √3 ⋅

5√3
3

√39
2 ⋅

√87
3

= −
4

√13 ⋅ √29
, 

sin∠(𝐾𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐿𝑁⃗⃗⃗⃗  ⃗) = √1 −
16

13 ⋅ 29
=

19

√13 ⋅ √29
 . 

Подставляя найденные значения в формулу для площа-

ди, получаем: 

𝑆𝐾𝐿𝑀𝑁 =
1

2
⋅
√39

2
⋅
√87

3
⋅

19

√13 ⋅ √29
=
19

4
. 

 

Пример 5 

Точка 𝑀 – середина ребра 𝑆𝐴 правильной четырёх-

угольной пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 с основанием 𝐴𝐵𝐶𝐷. Точка 𝑁 

принадлежит ребру 𝑆𝐵, причём 𝑆𝑁 ∶ 𝑁𝐵 = 1 ∶ 2. 

a) Докажите, что плоскость (𝐶𝑀𝑁) параллельна прямой 𝑆𝐷. 

б) Найдите площадь сечения пирамиды плоскостью 

(𝐶𝑀𝑁), если все рёбра пирамиды равны 6. 

Решение 

а) Пусть 𝑂 – центр основания пирамиды, тогда 𝑂𝑆 = ℎ – 

высота пирамиды. Точка 𝐾 – середина 𝐴𝐷, 𝐿 – середина 𝐷𝐶. 

Введём прямоугольную систему координат так (см. 

рис. 9), что точка 𝑂 – начало координат, положительные 

направления соответственно для оси абсцисс – луч 𝑂𝐾, для 

оси ординат – луч 𝑂𝐿, для оси аппликат – луч 𝑂𝑆. 
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Рис.  9 

 
 
 

Обозначим 𝐴𝐵 = 2𝑎, тогда получаем следующие коор-

динаты точек: 

𝐴(𝑎,−𝑎, 0), 𝐵(−𝑎,−𝑎, 0), 𝐶(−𝑎, 𝑎, 0), 𝐷(𝑎, 𝑎, 0), 𝑆(0,0, ℎ). 

Далее находим координаты середины 𝐴𝑆: 

𝑀(
𝑎

2
,−
𝑎

2
,
ℎ

2
). 

По условию 𝑆𝑁 ∶ 𝑁𝐵 = 1 ∶ 2, поэтому 

𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
2

3
𝐵𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (

2

3
𝑎,
2

3
𝑎,
2

3
ℎ). 

Тогда получаем координаты точки 

𝑁(−
𝑎

3
,−
𝑎

3
,
2ℎ

3
). 

Найдём вектор нормали 𝑛⃗  плоскости (𝐶𝑀𝑁) из условий 

𝑛⃗ ⊥ 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  и 𝑛⃗ ⊥ 𝐶𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. Тогда 

𝑛⃗ = (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3),   𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (
3

2
𝑎,−

3

2
𝑎,
ℎ

2
) ,   𝐶𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (

2

3
𝑎,−

4

3
𝑎,
2

3
ℎ). 

Записывая скалярное произведение этих векторов  

в координатной форме, получим систему: 

{
𝑛⃗ ⋅ 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0,

𝑛⃗ ⋅ 𝐶𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0.
⟹ {

3

2
𝑎 ⋅ 𝑛1 −

3

2
𝑎 ⋅ 𝑛2 +

ℎ

2
⋅ 𝑛3 = 0,

2

3
𝑎 ⋅ 𝑛1 −

4

3
𝑎 ⋅ 𝑛2 +

2

3
ℎ ⋅ 𝑛3 = 0.
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Умножив первое уравнение в системе на 
2

3𝑎
, а второе – 

на 
3

2𝑎
, получим систему: 

{
𝑛1 − 𝑛2 +

ℎ

3𝑎
⋅ 𝑛3 = 0,

𝑛1 − 2 ⋅ 𝑛2 +
ℎ

𝑎
⋅ 𝑛3 = 0.

 

Чтобы найти какой-либо один вектор 𝑛⃗ , выберем нену-

левое значение одной из координат, например, 𝑛3 =
3𝑎

ℎ
.  

Система примет вид: 

{
𝑛1 − 𝑛2 = −1,

𝑛1 − 2 ⋅ 𝑛2 = −3.
 

Решив систему, получим 𝑛1 = 1, 𝑛2 = 2. Следовательно, 

вектор нормали плоскости (𝐶𝑀𝑁) имеет координаты 

 𝑛⃗ = (1, 2,
3𝑎

ℎ
). 

Тогда скалярное произведение векторов 𝑛⃗ = (1, 2,
3𝑎

ℎ
)  

и 𝑆𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑎, 𝑎, −ℎ) равно 

𝑛⃗ ⋅ 𝑆𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 1 ⋅ 𝑎 + 2 ⋅ 𝑎 −
3𝑎

ℎ
⋅ ℎ = 0. 

Следовательно, (𝐶𝑀𝑁) параллельна прямой 𝑆𝐷. 

б) Уравнение плоскости (𝐶𝑀𝑁) получим по нормально-

му вектору 𝑛⃗ = (1, 2,
3𝑎

ℎ
) и точке 𝐶(−𝑎, 𝑎, 0): 

1 ⋅ (𝑥 + 𝑎) + 2 ⋅ (𝑦 − 𝑎) +
3𝑎

ℎ
⋅ 𝑧 = 0. 

Ребро 𝐴𝐷 пересекает плоскость (𝐶𝑀𝑁) в точке с коор-

динатами (𝑎, 𝑦, 0). Подставив эти координаты в уравнение 

плоскости (𝐶𝑀𝑁), находим 𝑦: 

2𝑎 + 2𝑦 − 2𝑎 + 0 = 0 ⟹  𝑦 = 0. 
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Рис.  10 

Получим, что плоскость (𝐶𝑀𝑁) проходит через точку 

𝐾(𝑎, 0, 0). 

По условию 𝐴𝐵 = 6, следовательно, 𝑎 = 3. В прямо-

угольном ∆𝑆𝑂𝐷 получим 𝑆𝐷 = 6, 𝑂𝐷 = 3√2, тогда по теореме 

Пифагора 𝑆𝑂 = ℎ = √𝑆𝐷2 − 𝑂𝐷2 = √36 − 18 = 3√2. 

Сечение пирамиды –  

четырёхугольник 𝐶𝑁𝑀𝐾  

(см. рис. 10). Его вершины 

имеют координаты 

𝐶(−3,3,0), 𝑀(
3

2
,− 
3

2
,
3√2

2
), 

𝐾(3,0, 0), 𝑁(−1,−1, 2√2). 

Площадь 𝐶𝑁𝑀𝐾 найдём по формуле 

𝑆𝐶𝑁𝑀𝐾 =
1

2
𝐶𝑀 ⋅ 𝑁𝐾 ⋅ sin𝜑, 

где 𝜑 – угол между диагоналями 𝐶𝑀 и 𝑁𝐾. Используя векто-

ры, эту формулу можно записать в виде 

𝑆𝐶𝑁𝑀𝐾 =
1

2
|𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ | ⋅ |𝑁𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | ⋅ sin∠(𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑁𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ). 

Находим координаты векторов 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (
9

2
,− 
9

2
,
3√2

2
),  

𝑁𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (4, 1, −2√2). Тогда 

|𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ | = √
81

4
+
81

4
+
18

4
=
√180

2
= 3√5, |𝑁𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | = √16 + 1 + 8 = 5. 

Находим угол между векторами 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  и 𝑁𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , используя 

скалярное произведение:  

cos∠(𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑁𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =

9
2
⋅ 4 −

9
2
⋅ 1 −

3√2
2
⋅ 2√2

3√5 ⋅ 5
=

1

2√5
. 
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Рис.  11 

Следовательно, sin∠(𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑁𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = √1 −
1

20
= √

19

20
. 

Таким образом, площадь четырёхугольника 𝐶𝑁𝑀𝐾  

равна: 

𝑆𝐶𝑁𝑀𝐾 =
1

2
|𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ | ⋅ |𝑁𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | ⋅ sin∠(𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑁𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 

=
1

2
⋅ 3√5 ⋅ 5 ⋅ √

19

20
=
15√19

4
. 

 

Пример 6 

Основанием прямой треугольной призмы 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1 

является прямоугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶 с прямым  

углом 𝐶. Прямые 𝐶𝐴1 и 𝐴𝐵1 перпендикулярны. 

а) Докажите, что 𝐴𝐴1 = 𝐴𝐶. 

б) Найдите расстояние между прямыми 𝐶𝐴1 и 𝐴𝐵1, если 

𝐴𝐶 = 7, 𝐵𝐶 = 8. 

Решение 

а) Пусть 𝐶𝐴 = 𝑎,  𝐶𝐵 = 𝑏,  𝐶𝐶1 = ℎ. 

Введём прямоугольную 

систему координат так (см. 

рис. 11), что точка 𝐶 – нача-

ло координат, положитель-

ные направления соответ-

ственно для оси абсцисс – 

луч 𝐶𝐴, для оси ординат – 

луч 𝐶𝐵, для оси аппликат – 

луч 𝐶𝐶1. 

Получаем следующие координаты точек: 

𝐴(𝑎, 0, 0),    𝐵(0, 𝑏, 0),    𝐶(0, 0, 0),    𝐴1(𝑎, 0, ℎ),   𝐵1(0, 𝑏, ℎ). 
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По условию 𝐴𝐵1 ⊥ 𝐶𝐴1, поэтому 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗1 ⊥ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗1, следователь-

но, их скалярное произведение равно нулю, т. е. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗1 ⋅ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗1 = 0. 

Найдём координаты векторов и выразим через них скаляр-

ное произведение: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗1 = (−𝑎, 𝑏, ℎ),   𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗1 = (𝑎, 0, ℎ) ⟹  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗1 ⋅ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗1 = −𝑎
2 + ℎ2 = 0. 

Учитывая, что 𝑎 > 0, ℎ > 0, получаем, что 𝑎 = ℎ, т. е. 

𝐴𝐴1 = 𝐴𝐶. 

б) По условию 𝐴𝐶 = 𝑎 = 7, 𝐵𝐶 = 𝑏 = 8, поэтому 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗1 =

(−7, 8, 7),  𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗1 = (7, 0, 7). 

Найдём уравнение плоскости 𝛼, проходящей через пря-

мую 𝐶𝐴1, параллельно прямой 𝐴𝐵1. Пусть 𝑛⃗ = (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) – 

нормальный вектор плоскости 𝛼. Тогда 𝑛⃗ ⊥ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗1 и 𝑛⃗ ⊥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗1. 

Следовательно, 

{
𝑛⃗ ⋅ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗1 = 0,

𝑛⃗ ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗1 = 0.
 ⟹ {

7𝑛1 + 7𝑛3 = 0,
−7𝑛1 + 8𝑛2 + 7𝑛3 = 0.

⟹ {
𝑛1 = −𝑛3,
4𝑛2 = −7𝑛3.

 

Чтобы найти какой-либо вектор 𝑛⃗ , выберем ненулевое 

значение одной координаты, например, 𝑛3 = −4. Тогда по-

лучим вектор нормали 𝑛⃗ = (4, 7, −4). 

Уравнение плоскости 𝛼 получим по нормальному век-

тору 𝑛⃗ = (4, 7, −4) и точке 𝐶(0, 0, 0): 

4𝑥 + 7𝑦 − 4𝑧 = 0. 

Расстояние между скрещивающимися прямыми 𝐴𝐵1 и 

𝐶𝐴1 равно расстоянию от любой точки прямой 𝐴𝐵1 до па-

раллельной ей плоскости 𝛼 (содержащей прямую 𝐶𝐴1). 

Возьмем, например, точку 𝐴(7,0, 0), тогда искомое расстоя-

ние равно 

𝜌(𝐴, 𝛼) =
|4 ⋅ 7 + 0 − 0|

√16 + 49 + 16
=
28

9
. 
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Рис.  12 

Пример 7 

На окружности основания конуса с вершиной 𝑆 отмече-

ны точки 𝐴, 𝐵 и 𝐶 так, что 𝐴𝐵 – диаметр основания. Угол 

между образующей и плоскостью основания равен 60°. 

a) Докажите, что cos∠𝐴𝑆𝐶 + cos∠𝐶𝑆𝐵 = 1,5. 

б) Найдите объём тетраэдра 𝑆𝐴𝐵𝐶, если 𝑆𝐶 = 1  

и cos∠𝐴𝑆𝐶 =
2

3
 . 

Решение 

а) Пусть 𝑂𝐴 = 𝑟, 𝐴𝐵 = 2𝑟, 𝑆𝑂 = ℎ. В прямоугольном ∆𝑆𝑂𝐴 

получаем tg ∠𝑆𝐴𝑂 =
ℎ
𝑟
= √3, следовательно, ℎ = 𝑟√3. 

Введём прямоугольную 

систему координат так (см. 

рис. 12), что точка 𝑂 – начало 

координат, положительные 

направления соответственно 

для оси абсцисс – луч 𝑂𝐴, для 

оси ординат – луч 𝑂𝐷 

(𝑂𝐷 ⊥ 𝐴𝐵), для оси аппликат – 

луч 𝑂𝑆. 

Получаем следующие координаты  

точек: 𝐴(𝑟, 0, 0), 𝐵(−𝑟, 0, 0), 𝑆(0,0, 𝑟√3).  

Точка 𝐶(𝑥, 𝑦, 0) лежит на окружности основания,  

поэтому 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2.  

Найдём координаты векторов 𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗ :  

𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑟, 0, −𝑟√3),    𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−𝑟, 0, −𝑟√3),   𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑥, 𝑦, −𝑟√3). 

Их длины равны как образующие конуса: 

|𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗| = |𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| = |𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗ | = √𝑟2 + 3𝑟2 = 2𝑟. 

C помощью скалярного произведения находим косину-

сы углов между векторами: 
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cos∠𝐴𝑆𝐶 =
𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗ 

|𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗| ⋅ |𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗ |
=
𝑟𝑥 + 3𝑟2

2𝑟 ⋅ 2𝑟
=
𝑥 + 3𝑟

4𝑟
, 

cos∠𝐶𝑆𝐵 =
𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗ 

|𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| ⋅ |𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗ |
=
−𝑟𝑥 + 3𝑟2

2𝑟 ⋅ 2𝑟
=
−𝑥 + 3𝑟

4𝑟
. 

Находим сумму косинусов: 

cos∠𝐴𝑆𝐶 + cos∠𝐶𝑆𝐵 =
𝑥 + 3𝑟

4𝑟
+
−𝑥 + 3𝑟

4𝑟
=
3

2
. 

б) По условию 𝑆𝐶 = 1, следовательно, |𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗ | = 2𝑟 = 1.  

Тогда 𝑟 =
1

2
. 

Так как cos∠𝐴𝑆𝐶 =
2

3
, то из равенства 

cos∠𝐴𝑆𝐶 =
𝑥 + 3 ⋅

1
2

4 ⋅
1
2

=
2

3
 

получаем 𝑥 = − 
1

6
. 

Учитывая равенство 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 для координат точки 

𝐶(𝑥, 𝑦, 0), получим, что 
1

36
+ 𝑦2 =

1

4
, т. е. 𝑦2 =

2

9
. Условию за-

дачи удовлетворяют две симметричные относительно оси 

абсцисс точки (−
1

6
,
√2

3
, 0) и (−

1

6
, −

√2

3
, 0). Пусть 

𝐶 (−
1

6
,
√2

3
, 0), тогда высота ∆𝐴𝐵𝐶, проведенная к стороне 

𝐴𝐵, равна 𝜌(𝐶, 𝐴𝐵) =
√2

3
. Получаем, что площадь ∆𝐴𝐵𝐶 равна 

𝑆∆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
⋅ 𝐴𝐵 ⋅ 𝜌(𝐶, 𝐴𝐵) =

1

2
⋅ 1 ⋅

√2

3
=
√2

6
. 

Следовательно, объём тетраэдра 𝑆𝐴𝐵𝐶 равен 

𝑉𝑆𝐴𝐵𝐶 =
1

3
𝑆∆𝐴𝐵𝐶 ⋅ 𝑆𝑂 =

1

3
⋅
√2

6
⋅
√3

2
=

1

6√6
. 
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Рис.  13 

Пример 8 

В цилиндре образующая перпендикулярна плоскости 

основания. На окружности одного из оснований цилиндра 

выбраны точки 𝐴 и 𝐵, а на окружности другого основания – 

точки 𝐵1 и 𝐶1, причём 𝐵𝐵1 – образующая цилиндра, а отре-

зок 𝐴𝐶1 пересекает ось цилиндра. 

а) Докажите, что угол 𝐴𝐵𝐶1 прямой. 

б) Найдите угол между прямыми 𝐵𝐵1 и 𝐴𝐶1, если 𝐴𝐵 = 6, 

𝐵𝐵1 = 15, 𝐵1𝐶1 =  8. 

Решение 

а) Пусть 𝑂𝑂1 – ось цилиндра, 𝐵𝐵1 = ℎ – образующая ци-

линдра, 𝑂𝐵 = 𝑟 – радиус основания. 

Введём прямоугольную систему координат так (см. 

рис. 13), что точка 𝑂 – начало координат, положительные 

направления соответственно для оси абсцисс – луч 𝑂𝐵,  

для оси ординат – луч 𝑂𝐷 (𝑂𝐷 ⊥ 𝑂𝐵), для оси аппликат –  

луч 𝑂𝑂1. 

Получаем следующие коорди-

наты точек: 𝐵(𝑟, 0, 0), 𝐵1(𝑟, 0, ℎ). 

Точка 𝐴(𝑎1, 𝑎2, 0) лежит на окруж-

ности основания, поэтому 𝑎1
2 + 𝑎2

2 =

𝑟2. Проведём образующую 𝐶𝐶1. Так 

как 𝐴𝐶1 ∩ 𝑂𝑂1 = 𝑃, точка 𝐴 принад-

лежит плоскости осевого  

сечения (𝐶𝐶1𝑂1𝑂) и симметрична 

точке 𝐶 относительно точки 𝑂, сле-

довательно,  она  имеет  координаты  

𝐶(−𝑎1, −𝑎2, 0), поэтому 𝐶1(−𝑎1, −𝑎2, ℎ). 
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Найдём угол 𝐴𝐵𝐶1 как угол между векторами 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗1. 

Они имеют следующие координаты: 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑎1 − 𝑟, 𝑎2, 0), 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗1 = (−𝑎1 − 𝑟,−𝑎2, ℎ). 

Тогда их скалярное произведение равно: 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗1 ⋅ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −(𝑎1 + 𝑟)(𝑎1 − 𝑟) − 𝑎2
2 + 0 = 𝑟2 − 𝑎1

2 − 𝑎2
2 = 0. 

Следовательно, ∠(𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗1) = ∠𝐴𝐵𝐶1 = 90°. 

б) По условию 𝐴𝐵 = 6, 𝐵𝐵1 = 15, 𝐵1𝐶1 =  8, поэтому ℎ =

15. Найдём длины векторов 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  и  𝐵1𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗1. Они имеют следую-

щие координаты: 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑎1 − 𝑟, 𝑎2, 0) , 𝐵1𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗1 = (−𝑎1 − 𝑟,−𝑎2, 0). 

Выражая их длины через координаты, получим систему 

уравнений: 

{
(𝑎1 − 𝑟)

2 + 𝑎2
2 = 36,

(𝑎1 + 𝑟)
2 + 𝑎2

2 = 64.
 

Вычитая из второго уравнения первое и подставляя 

𝑎2
2 = 𝑟2 − 𝑎1

2 во второе уравнение, получаем преобразован-

ную систему: 

{
4𝑎1𝑟 = 28,

2𝑎1𝑟 + 2𝑟
2 = 64.

 

Тогда получаем 𝑟 = 5, 𝑎1 =
7

5
, следовательно, 𝑎2 =

24

5
. 

Найдём координаты векторов 𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗1  и  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗1: 

𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗1 = (0, 0, 15), 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗1 = (−
14

5
,−
48

5
, 15). 

Для угла 𝜑 между прямыми 𝐵𝐵1 и 𝐴𝐶1 выполняется ра-

венство 

cos𝜑 = |cos∠(𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗1, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗1)| =
|0 + 0 + 225|

15 ⋅ √
196
25
+
2304
25

+ 225

=
3

√13
 . 



32 
Рис.  14 

Таким образом, угол между прямыми 𝐵𝐵1 и 𝐴𝐶1 равен 

arccos
3

√13
 . 

Замечание. Ответ задачи при решении другим способом 

может получиться в другой форме, например, в виде arctg
2

3
. 

Несложно проверить, что выполняется равенство 1 + (
2

3
)
2

=

(√13

3
)
2

 в соответствии с известной тригонометрический 

формулой 1 + tg2 𝛼 =
1

cos2 𝛼
. 

 

Пример 9 

Дана прямая призма, в основании которой равнобед-

ренная трапеция с основаниями 𝐴𝐷 = 5 и 𝐵𝐶 = 4. Точка 𝑀 

делит ребро 𝐴1𝐷1 в отношении 𝐴1𝑀 ∶ 𝑀𝐷1 = 1 ∶ 4, точка 𝐾 – 

середина 𝐷𝐷1. 

a) Докажите, что плоскость 𝑀𝐶𝐾 параллельна сто- 

роне 𝐵𝐷. 

б) Найти тангенс угла между плоскостью 𝑀𝐾𝐶 и плос-

костью основания, если 

∠𝐵𝐴𝐷 = 60°, a ∠𝐶𝐾𝑀 = 90°. 

Решение 

а) Проведём 𝐵𝐻 ⊥ 𝐴𝐷. 

Пусть 𝐵𝐻 = ℎ, 𝐵𝐵1 = 𝑑. 

Введём прямоуголь-

ную систему координат 

так (см. рис. 14), что точка 

𝐵 – начало координат, по-

ложительные направления 

соответственно для оси 
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абсцисс – луч 𝐵𝐻, для оси ординат – луч 𝐵𝐶, для оси  

аппликат – луч 𝐵𝐵1.  

По условию 𝐴1𝑀 ∶ 𝑀𝐷1 = 1 ∶ 4. Проведём 𝑀𝑁 ∥ 𝐴𝐴1.  

Тогда 𝐴1𝑀 = 𝐴𝑁 = 1. Так как 𝐵𝐻 – высота в равнобедренной 

трапеции, то 𝐴𝐻 =
𝐴𝐷 − 𝐵𝐶

2
=
1

2
. 

Получаем следующие координаты точек:  

𝐴 (ℎ,−
1

2
, 0) , 𝐵(0,0, 0), 𝐶(0,4,0), 𝐷 (ℎ,

9

2
, 0) , 𝐾 (ℎ,

9

2
,
𝑑

2
) ,𝑀 (ℎ,

1

2
, 𝑑). 

Для доказательства п. а) покажем, что вектор нормали 𝑛⃗  

плоскости (𝑀𝐶𝐾) и вектор 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  перпендикулярны, т. е. 𝑛⃗ ⋅

𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0. 

Плоскость (𝑀𝐶𝐾) не проходит через начало координат, 

поэтому её уравнение будем искать в виде 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 1 = 0. 

Найдём уравнение плоскости (𝑀𝐶𝐾) по трём точкам. 

Подставляя координаты точек 𝐶,𝑀,𝐾 в уравнение плос-

кости, получим систему: 

{
 
 

 
 

4𝑏 + 1 = 0,

𝑎ℎ +
𝑏

2
+ 𝑐𝑑 + 1 = 0,

𝑎ℎ +
9𝑏

2
+
𝑐𝑑

2
+ 1 = 0.

 

Из первого уравнения получаем 𝑏 = − 
1

4
. Вычитая из 

второго уравнения третье и подставляя 𝑏, получим 𝑐𝑑 = −2, 

тогда 𝑐 = − 
2

𝑑
. Из второго уравнения находим 𝑎ℎ =

9

8
, тогда 

𝑎 =
9

8ℎ
.  

Следовательно, вектор нормали плоскости (𝑀𝐶𝐾) 

имеет координаты: 
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𝑛⃗ = (
9

8ℎ
,−
1

4
, −
2

𝑑
). 

Вектор 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  имеет координаты: 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (ℎ,
9

2
, 0). Тогда ска-

лярное произведение равно: 

𝑛⃗ ⋅ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
9

8ℎ
⋅ ℎ −

1

4
⋅
9

2
+ 0 = 0. 

Таким образом, 𝑛⃗ ⊥ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , а значит, (𝐶𝑀𝐾) ∥ 𝐵𝐷. 

б) По условию ∠𝐶𝐾𝑀 = 90°. Следовательно, скалярное 

произведение векторов 𝐾𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝐾𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ равно нулю. Найдём коор-

динаты этих векторов: 

𝐾𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−ℎ,−
1

2
,−
𝑑

2
) , 𝐾𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0,−4,

𝑑

2
). 

Получаем 

𝐾𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐾𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 + 2 −
𝑑2

4
= 0, 

следовательно, 𝑑 = 2√2. 

По условию ∠𝐵𝐴𝐷 = 60°, тогда ∠𝐴𝐵𝐶 = 120°. Поэтому 

получаем следующие координаты векторов: 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (ℎ, −
1

2
, 0) , 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0, 4, 0). 

Вычисляя их скалярное произведение по определению 

и в координатной форме, получим 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4 ⋅ √ℎ2 +
1

4
⋅ (−

1

2
) = −2√ℎ2 +

1

4
, 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 − 2 + 0 = −2. 

Приравняв полученные выражения, находим ℎ = √
3

2
 . 

Тогда вектор нормали плоскости (𝐶𝑀𝐾) имеет коорди-

наты:  
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𝑛⃗ = (
9

8ℎ
, −
1

4
,−
2

𝑑
) = (

3√3

4
, −
1

4
,−
1

√2
). 

Угол 𝜑 между плоскостью (𝐶𝑀𝐾) и плоскостью основа-

ния удовлетворяет равенству: 

cos𝜑 = |cos∠(𝑛⃗ , 𝑘⃗ )|,   𝑘⃗ = (0, 0, 1) ⊥ (𝐴𝐵𝐶). 

Подставляя координаты векторов, получим 

cos𝜑 = |cos∠(𝑘⃗ , 𝑛⃗ )| =

|0 + 0 −
1

√2
|

1 ⋅ √
27
16 +

1
16 +

1
2

=
2

3√2
=
√2

3
. 

Из формулы 1 + tg2 𝜑 =
1

cos2𝜑
 находим 

tg𝜑 = √
1

cos2𝜑
− 1 = √

9

2
− 1 =

√14

2
. 

 

Пример 10 

В основании четырёхугольной пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 лежит 

прямоугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. На рёбрах 𝑆𝐴, 𝑆𝐵, 𝑆𝐶 и 𝑆𝐷 отмечены 

точки 𝐿, 𝐾, 𝑁 и 𝑀 соответственно так, что четырёхугольник 

𝐾𝐿𝑀𝑁 – трапеция с основаниями 𝐾𝐿 = 4 и 𝑀𝑁 = 3. Известно, 

что 𝑆𝐾 ∶ 𝐾𝐵 = 2 ∶ 1. 

а) Докажите, что плоскость 𝐾𝐿𝑀 пересекает рёбра 𝑆𝐶 и 

𝑆𝐷 в их серединах. 

б) Найдите высоту 𝑆𝐻 пирамиды, если точка пересече-

ния диагоналей основания совпадает с точкой H, площадь 

основания равна 48, а площадь сечения 𝐾𝐿𝑀𝑁 равна 24,5. 

Решение 

а) Покажем, что 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥ 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗. Рассмотрим  

ненулевые векторы (см. рис. 15): 
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Рис.  15 

1) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ – компланарные (лежат в (𝐴𝑆𝐵)) и 𝐴𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∦

𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗; 

2) 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ – компланарные (лежат в (𝐷𝑆𝐶)) и 𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∦

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗; 

3) по условию 𝐾𝐿𝑀𝑁 – трапеция, следовательно, 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇈

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ и |𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗| =
3

4
|𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗|, получаем, что 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

3

4
𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗; 

4) из (1) и (2) получим разложения векторов 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑘1𝐴𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑚1𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑘2𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑚2𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗; 

5) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, следовательно, 

𝑘1𝐴𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑘2𝐷𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟        
∈(𝐴𝑆𝐷)

= 𝑚2𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑚1𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (
3

4
𝑚2 −𝑚1) 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗

∉(𝐴𝑆𝐷)
. 

Равенство возможно тогда и только тогда, когда  

𝑘1 = 𝑘2 = 0,
3

4
𝑚2 −𝑚1 = 0; 

6) из (4) получим, что 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥ 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥ 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑚1𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗; 

7) по условию 𝑆𝐾 ∶ 𝐾𝐵 = 2 ∶ 1, тогда 𝑆𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
2

3
𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  и  𝐴𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

𝑚𝐿𝑆⃗⃗⃗⃗ ; 

8) из (6) и (7) получим 

𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐿𝑆⃗⃗⃗⃗ =
2

3
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

2

3
(𝑚1𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑚𝐿𝑆⃗⃗⃗⃗ ), 

т. е. (1 −
2

3
𝑚1) 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1 −

2

3
𝑚)𝐿𝑆⃗⃗⃗⃗ ,  но  𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∦ 𝐿𝑆⃗⃗⃗⃗ ,  тогда равен-

ство выполняется только при 𝑚 = 𝑚1 =
3

2
;  
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Рис.  16 

9) из (6) получим 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

2
𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗, тогда |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| =

3

2
⋅ 4 = 6; 

10) из (6) имеем 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥ 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗, тогда |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| = 𝑚2|𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗|, 𝑚2 = 2, 

следовательно, |𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗| =
1

2
|𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| и 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥ 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗, т. е. 𝑀𝑁 – средняя 

линия в ∆𝐷𝑆𝐶. Следовательно, 𝑀, 𝑁 – середины рёбер 𝑆𝐷 и 

𝑆𝐶. 

б) Пусть 𝑃 – середина 𝐵𝐶, 𝑄 – середина 𝐷𝐶. По условию 

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 = 48, из п. а) 𝐴𝐵 = 6, тогда 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶 = 8.  

Введём прямоугольную 

систему координат так (см. 

рис. 16), что точка 𝐻 – нача-

ло координат, положитель-

ные направления соответ-

ственно для оси абсцисс – 

луч 𝐻𝑃, для оси ординат – 

луч 𝐻𝑄, для оси аппликат – 

луч 𝐻𝑆. Получим следующие  

координаты точек: 

𝐴(−3,−4, 0), 𝐵(3,−4, 0), 𝐶(3, 4, 0), 𝐷(−3, 4, 0). 

Пусть 𝑆(0, 0, 𝑧), тогда  

𝐵𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−3, 4, 𝑧) ⟹ 𝐵𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

3
𝐵𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−1,

4

3
,
𝑧

3
). 

Находим координаты точки 𝐾 (2,−
8

3
,
𝑧

3
) и точки 

𝑁 (
3

2
, 2,

𝑧

2
). Следовательно, 

𝐾𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (−
1

2
,
14

3
,
𝑧

6
) , 𝐾𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

2

3
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−4, 0, 0). 

Диагональ 𝐿𝑁 в трапеции 𝐿𝐾𝑁𝑀 делит её на два тре-

угольника – ∆𝐿𝑀𝑁 и ∆𝐿𝐾𝑁, площади которых относятся как 

𝑆𝐿𝑀𝑁
𝑆𝐿𝐾𝑁

=
𝑀𝑁

𝐿𝐾
=
3

4
. 
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Тогда 𝑆𝐿𝐾𝑁𝑀 = 𝑆𝐿𝑀𝑁 + 𝑆𝐿𝐾𝑁 =
7

4
𝑆𝐿𝐾𝑁 = 24,5. Следова-

тельно, площадь треугольника 𝐿𝐾𝑁 равна 

𝑆𝐿𝐾𝑁 =
1

2
|𝐾𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | ⋅ |𝐾𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗| ⋅ sin∠𝐾 = 14. 

Используя скалярное произведение векторов 𝐾𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  и 𝐾𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗, 

находим косинус ∠𝐾: 

cos∠𝐾 =
𝐾𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐾𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

|𝐾𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗| ⋅ |𝐾𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
=

2

4 ⋅ √
1
4 +

196
9 +

𝑧2

36

=
3

√793 + 𝑧2
. 

Тогда sin∠𝐾 = √1 −
9

793+𝑧2
= √

784+𝑧2

793+𝑧2
. Подставляя это 

выражение в формулу площади треугольника 𝐿𝐾𝑁,  

получаем 

𝑆𝐿𝐾𝑁 =
1

2
|𝐾𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | ⋅ |𝐾𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗| ⋅ sin∠𝐾 =

1

2
⋅
√793 + 𝑧2

6
⋅ 4 ⋅ √

784 + 𝑧2

793 + 𝑧2
=

=
√784 + 𝑧2

3
= 14. 

Учитывая расположение вершины 𝑆, из последнего  

равенства получаем: 𝑧 = 14√5, т. е. 𝑆𝐻 = 14√5. 
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ЗАДАЧИ 

1. Куб и прямоугольный параллелепипед 

1.1. В кубе 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 все рёбра равны 4. На его 

ребре 𝐵𝐵1 отмечена точка 𝐾 так, что 𝐾𝐵 = 3. Через точки 𝐾 и 

𝐶1 проведена плоскость 𝛼, параллельная прямой 𝐵𝐷1. 

а) Докажите, что 𝐴1𝑃 ∶ 𝑃𝐵1 = 2 ∶ 1, где 𝑃 – точка пересе-

чения плоскости 𝛼 с ребром 𝐴1𝐵1. 

б) Найдите угол наклона плоскости 𝛼 к плоскости грани 

𝐵𝐵1𝐶1𝐶. 

1.2. На рёбрах 𝐶𝐷 и 𝐵𝐵1 куба 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 с ребром 12 

отмечены точки 𝑃 и 𝑄 соответственно, причём 𝐷𝑃 = 4,  

а 𝐵1𝑄 = 3. Плоскость 𝐴𝑃𝑄 пересекает ребро 𝐶𝐶1 в точке 𝑀. 

а) Докажите, что точка 𝑀 является серединой ребра 𝐶𝐶1. 

б) Найдите расстояние от точки 𝐶 до плоскости 𝐴𝑃𝑄. 

1.3. Ребро куба 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 равно 6. Точки 𝐾, 𝐿 и 𝑀 – 

центры граней 𝐴𝐵𝐶𝐷, 𝐴𝐴1𝐷1𝐷 и 𝐶𝐶1𝐷1𝐷 соответственно. 

а) Докажите, что 𝐵1𝐾𝐿𝑀 – правильная пирамида. 

б) Найдите объём 𝐵1𝐾𝐿𝑀. 

1.4. В кубе 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 рёбра равны 1. На продолже-

нии отрезка 𝐴1𝐶1 за точку 𝐶1 отмечена точка 𝑀 так, что 

𝐴1𝐶1 = 𝐶1𝑀, а на продолжении отрезка 𝐵1𝐶 за точку 𝐶 отме-

чена точка 𝑁 так, что 𝐵1𝐶 = 𝐶𝑁. 

а) Докажите, что 𝑀𝑁 = 𝑀𝐵1. 

б) Найдите расстояние между прямыми 𝐵1𝐶1 и 𝑀𝑁. 

1.5. Длина диагонали куба 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 равна 3. На 

луче 𝐴1𝐶 отмечена точка 𝑃 так, что 𝐴1𝑃 = 4. 

а) Докажите, что 𝑃𝐵𝐷𝐶1 – правильный тетраэдр. 

б) Найдите длину отрезка 𝐴𝑃. 
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1.6. В кубе 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1точки 𝑀 и 𝑁 являются сере-

динами рёбер 𝐴𝐵 и 𝐴𝐷 соответственно. 

a) Докажите, что прямые 𝐵1𝑁 и 𝐶𝑀 перпендикулярны. 

б) Плоскость α проходит через точки 𝑁 и 𝐵1 параллель-

но прямой 𝐶𝑀. Найдите расстояние от точки 𝐶 до плоскости 

α, если 𝐵1𝑁 = 6.  

1.7. Точка 𝑂 – точка пересечения диагоналей грани 

𝐶𝐷𝐷1𝐶1 куба 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1. Плоскость 𝐷𝐴1𝐶1 пересекает 

диагональ 𝐵𝐷1 в точке 𝐹. 

а) Докажите, что 𝐵𝐹 ∶ 𝐹𝐷1 = 𝐴1𝐹 ∶ 𝐹𝑂. 

б) Точки 𝑀 и 𝑁 – середины рёбер 𝐴𝐵 и 𝐴𝐴1 соответ-

ственно. Найдите угол между прямой 𝑀𝑁 и плоскостью 

𝐷𝐴1𝐶1. 

1.8. Сечением прямоугольного параллелепипеда 

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 плоскостью α, содержащей прямую 𝐵𝐷1, и 

параллельной прямой 𝐴𝐶, является ромб. 

а) Докажите, что грань 𝐴𝐵𝐶𝐷 – квадрат. 

б) Найдите угол между плоскостями α и 𝐵𝐶𝐶1, если 

𝐴𝐴1 = 6, 𝐴𝐵 = 4. 

1.9. В прямоугольном параллелепипеде 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 

известны длины рёбер: 𝐴𝐵  =  4, 𝐵𝐶 =  2, 𝐴𝐴1 = 2. Точка 𝑀 – 

середина 𝐵1𝐶1, точка 𝐿 делит ребро 𝐴1𝐵1 в отношении 1 ∶ 3, 

считая от вершины 𝐵1. Плоскость 𝐿𝑀𝐶 пересекает ребро 𝐴𝐵 

в точке 𝐾. 

а) Докажите, что 𝐾  – середина 𝐴𝐵. 

б) Найдите площадь сечения параллелепипеда 

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 плоскостью 𝐾𝐿𝑀.  
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1.10. В прямоугольном параллелепипеде 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 

известны длины рёбер: 𝐴𝐵  =  4, 𝐵𝐶 =  3, 𝐴𝐴1 = 2. Точки 𝑃 и 

𝑄 – середины рёбер 𝐴1𝐵1 и 𝐶𝐶1 соответственно. Плоскость 

𝐴𝑃𝑄 пересекает ребро 𝐵1𝐶1 в точке 𝐾. 

а)  Докажите, что 𝐵1𝐾 ∶ 𝐾𝐶1 = 2 ∶ 1. 

б)  Найдите площадь сечения параллелепипеда 

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 плоскостью 𝐴𝑃𝑄. 

1.11. В прямоугольном параллелепипеде 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 

стороны оснований 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 равны соответственно 8 и 5, а 

боковое ребро 𝐴𝐴1 равно 4. На ребре 𝐴1𝐵1 отмечена точка 𝐾, 

а на луче 𝐵𝐶 – точка 𝐹, причём 𝐴1𝐾 = 𝐾𝐵1 и 𝐵𝐹 = 𝐴𝐵. Плос-

кость 𝐴𝐾𝐹 пересекает ребро 𝐵1𝐶1 в точке 𝑃. 

а) Докажите, что 𝐵1𝑃 ∶ 𝑃𝐶1 = 4 ∶ 1. 

б) Найдите площадь сечения параллелепипеда плоско-

стью 𝐴𝐾𝐹. 

1.12. В прямоугольном параллелепипеде 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 

известны длины рёбер: 𝐴𝐵 = 3, 𝐴𝐷 = 4 и 𝐴𝐴1 = 6. Через точ-

ки 𝐵1 и 𝐷 параллельно прямой 𝐴𝐶 проведена плоскость, пе-

ресекающая ребро 𝐶𝐶1 в точке 𝐾. 

а) Докажите, что 𝐾 – середина 𝐶𝐶1. 

б) Найдите расстояние от точки 𝐵 до плоскости сечения. 

1.13. В прямоугольном параллелепипеде 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 

известны длины рёбер: 𝐴𝐵 = 2, 𝐴𝐷 = 𝐴𝐴1 = 1. 

а) Пусть 𝐵1𝐸  – высота треугольника 𝐵𝐵1𝐶1. Докажите, 

что 𝐴𝐸   – проекция 𝐴𝐵1 на плоскость 𝐴𝐵𝐶1. 

б) Найдите угол между прямой 𝐴𝐵1 и плоскостью 𝐴𝐵𝐶1. 
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1.14. На ребре 𝐴𝐴1 прямоугольного параллелепипеда 

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 взята точка 𝐸 так, что 𝐴1𝐸 ∶ 𝐸𝐴 = 3 ∶ 4. Точка 

𝑇   – середина ребра 𝐵1𝐶1. Известно, что 𝐴𝐵 = 9, 𝐴𝐷 = 6, 

𝐴𝐴1 = 14. 

а) В каком отношении плоскость 𝐸𝑇𝐷1 делит ребро 𝐵𝐵1? 

б) Найдите угол между плоскостью 𝐸𝑇𝐷1 и плоскостью 

𝐴𝐴1𝐵1. 

1.15. В прямоугольном параллелепипеде 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 

через середину 𝑀 диагонали 𝐴𝐶1 проведена плоскость 𝛼 

перпендикулярно этой диагонали, 𝐴𝐵  =  5, 𝐵𝐶  =  3 и 𝐴𝐴1  =

 4. 

а) Докажите, что плоскость 𝛼 содержит точку 𝐷1. 

б) Найдите отношение, в котором плоскость 𝛼 делит 

ребро 𝐴1𝐵1.  
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2. Призмы, пирамиды и тела вращения 

2.1. В правильной четырёхугольной призме 

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 сторона основания 𝐴𝐵 = 6, а боковое ребро 

𝐴𝐴1 = 4√3. На рёбрах 𝐴𝐵, 𝐴1𝐷1 и 𝐶1𝐷1 отмечены точки 𝑀, 𝑁  

и 𝐾 соответственно, причём 𝐴𝑀 = 𝐴1𝑁 = 𝐶1𝐾 = 1. 

а) Пусть 𝐿 – точка пересечения плоскости 𝑀𝑁𝐾 с ребром 

𝐵𝐶. Докажите, что 𝑀𝑁𝐾𝐿 – квадрат. 

б) Найдите площадь сечения призмы плоскостью 𝑀𝑁𝐾. 

2.2. Основанием прямой четырёхугольной призмы 

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 является ромб 𝐴𝐵𝐶𝐷, 𝐴𝐵 = 𝐴𝐴1. 

а) Докажите, что прямые 𝐴1𝐶 и 𝐵𝐷 перпендикулярны. 

б) Найдите объём призмы, если 𝐴1𝐶 = 𝐵𝐷 = 2. 

2.3. Дана правильная четырёхугольная призма 

𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1. На ребре 𝐴𝐴1 отмечена точка 𝐾 так, что 𝐴𝐾 ∶

𝐾𝐴1 = 1 ∶ 2. Плоскость α проходит через точки 𝐵 и 𝐾 парал-

лельно прямой 𝐴𝐶. Эта плоскость пересекает  

ребро 𝐷𝐷1 в точке 𝑀. 

а) Докажите, что 𝑀𝐷 ∶ 𝑀𝐷1 = 2 ∶ 1. 

б) Найдите площадь сечения, если 𝐴𝐵 = 4, 𝐴𝐴1 = 6. 

2.4. В основании прямой призмы 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 лежит 

равнобедренная трапеция 𝐴𝐵𝐶𝐷 с основаниями  𝐴𝐷 = 3  

и 𝐵𝐶 = 2. Точка M делит ребро 𝐴1𝐷1 в отношении  

𝐴1𝑀 ∶ 𝑀𝐷1 = 1 ∶ 2,  а точка K – середина ребра 𝐷𝐷1. 

a) Докажите, что плоскость 𝑀𝐶𝐾 делит отрезок 𝐵𝐵1  

пополам. 

б) Найдите площадь сечения призмы плоскостью 𝑀𝐾𝐶, 

если ∠𝐴𝐷𝐶 = 60°, a ∠𝑀𝐾𝐶 = 90°. 
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2.5. Основанием прямой призмы 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 являет-

ся параллелограмм. На рёбрах 𝐴1𝐵1, 𝐵1𝐶1 и 𝐵𝐶 отмечены 

точки 𝑀, 𝐾 и 𝑁 соответственно, причём 𝐵1𝐾 ∶ 𝐾𝐶1 = 1 ∶ 2, а 

𝐴𝑀𝐾𝑁 – равнобедренная трапеция с основаниями 2 и 3. 

a) Докажите, что 𝑁 – середина 𝐵𝐶. 

б) Найдите площадь трапеции 𝐴𝑀𝐾𝑁, если объём приз-

мы 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 равен 12, а её высота равна 2. 

2.6. Дана правильная треугольная призма 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1, 

все рёбра которой равны 6. Через точки 𝐴, 𝐶1 и середину 𝑇 

ребра 𝐴1𝐵1 проведена плоскость. 

а) Докажите, что сечение призмы указанной плоскостью 

является прямоугольным треугольником. 

б) Найдите угол между плоскостью сечения и плоско-

стью 𝐴𝐵𝐶. 

2.7. В правильной треугольной призме 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1 сто-

рона основания равна 12, а боковое ребро 𝐴𝐴1 = 3√6. На рё-

брах 𝐴𝐵 и 𝐵1𝐶1 отмечены точки 𝐾 и 𝐿, соответственно, при-

чём 𝐴𝐾 = 𝐵1𝐿 = 3. Точка 𝑀 – середина ребра 𝐴1𝐶1. Плоскость 

  параллельна ребру 𝐴𝐶 и содержит точки 𝐾 и 𝐿. 

а) Докажите, что прямая 𝐵𝑀 перпендикулярна плос-

кости . 

б) Найдите расстояние от точки 𝐶 до плоскости . 

2.8. В правильной треугольной призме 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1 сто-

рона 𝐴𝐵 основания равна 12, а высота призмы равна 2. На 

рёбрах 𝐵1𝐶1 и 𝐴𝐵 отмечены точки 𝑃 и 𝑄 соответственно, 

причём 𝑃𝐶1 = 3, а 𝐴𝑄 = 4. Плоскость 𝐴1𝑃𝑄 пересекает ребро 

𝐵𝐶 в точке 𝑀. 

а) Докажите, что точка 𝑀 является серединой ребра 𝐵𝐶. 

б) Найдите расстояние от точки 𝐵 до плоскости 𝐴1𝑃𝑄. 
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2.9. Основанием прямой треугольной призмы 

𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1 является прямоугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶  

с прямым углом 𝐶. Диагонали боковых граней 𝐴𝐵𝐵1𝐴1 и 

𝐵𝐵1𝐶1𝐶 равны 15 и 9 соответственно, 𝐴𝐵 = 13. 

а) Докажите, что треугольник 𝐵𝐴1𝐶1 прямоугольный. 

б) Найдите объём пирамиды 𝐴𝐴1𝐶1𝐵. 

2.10. В правильной треугольной призме 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1 все 

рёбра равны 2. Точка 𝑀 – середина ребра 𝐴𝐴1. 

а) Докажите, что прямые 𝑀𝐵 и 𝐵1𝐶 перпендикулярны. 

б) Найдите расстояние между прямыми 𝑀𝐵 и 𝐵1𝐶. 

2.11. В правильной треугольной призме 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1 

сторона основания равна 4, а боковое ребро равно 2. Точка 

𝑀 – середина ребра 𝐴1𝐶1, а точка 𝑂 – точка пересечения диа-

гоналей боковой грани 𝐴𝐵𝐵1𝐴1. 

а) Докажите, что точка пересечения диагоналей четы-

рёхугольника, являющегося сечением призмы 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1 

плоскостью 𝐴𝑀𝐵, лежит на отрезке 𝑂𝐶1. 

б) Найдите угол между прямой 𝑂𝐶1 и плоскостью 𝐴𝑀𝐵. 

2.12. Дана правильная треугольная призма 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1, 

в которой 𝐴𝐵 = 1 и 𝐴𝐴1 = 3. Точки 𝑂 и 𝑂1 являются центра-

ми окружностей, описанных около треугольников 𝐴𝐵𝐶 и 

𝐴1𝐵1𝐶1 cответственно. На ребре 𝐶𝐶1 отмечена точка 𝑀 такая, 

что 𝐶𝑀 = 2. 

а) Докажите, что прямая 𝑂𝑂1 содержит точку пересече-

ния медиан треугольника 𝐴𝐵𝑀. 

б) Найдите объём пирамиды 𝐴𝐵𝑀𝐶1. 

2.13. Дана правильная треугольная призма 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1, 

в которой сторона основания 𝐴𝐵 = 8, боковое ребро 𝐴𝐴1 =

2√2. Точка 𝑄 – точка пересечения диагоналей  
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грани 𝐴𝐵𝐵1𝐴1, точки 𝑀, 𝑁 и 𝐾 – середины 𝐵𝐶, 𝐶𝐶1 и 𝐴1𝐶1 

cответственно. 

а) Докажите, что точки 𝑄, 𝑀, 𝑁 и 𝐾 лежат в одной плос-

кости. 

б) Найдите площадь сечения 𝑄𝑀𝑁. 

2.14. В основании правильной треугольной призмы 

𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1 лежит треугольник 𝐴𝐵𝐶. На прямой 𝐴𝐴1 отмече-

на точка 𝐷 так, что 𝐴1 – середина 𝐴𝐷. На прямой 𝐵1𝐶1 отме-

чена точка 𝐸 так, что 𝐶1 – середина 𝐵1𝐸. 

а) Докажите, что прямые 𝐴1𝐵1 и 𝐷𝐸 перпендикулярны. 

б) Найдите расстояние между прямыми 𝐴𝐵 и 𝐷𝐸, если 

𝐴𝐵 = 4, 𝐴𝐴1 = 1. 

2.15. Точка 𝑀 – середина ребра 𝐴𝐴1 треугольной приз-

мы 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1, в основании которой лежит треугольник 

𝐴𝐵𝐶. Плоскость α проходит через точки 𝐵 и 𝐵1 перпендику-

лярно прямой 𝐶1𝑀. 

a) Докажите, что одна из диагоналей грани 𝐴𝐶𝐶1𝐴1 рав-

на одному из рёбер этой грани. 

б) Найдите расстояние от точки 𝐶 до плоскости α, если 

плоскость α делит ребро 𝐴𝐶 в отношении 1 ∶ 5, считая от 

вершины 𝐴, если 𝐴𝐶 = 20, 𝐴𝐴1 = 32. 

2.16. Дана прямая призма 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1. 𝐴𝐵𝐶 – равнобед-

ренный треугольник с основанием 𝐴𝐵. На 𝐴𝐵 отмечена точ-

ка 𝑃 такая, что 𝐴𝑃 ∶ 𝑃𝐵 = 3 ∶ 1. Точка 𝑄 делит пополам ребро 

𝐵1𝐶1. Точка 𝑀 делит пополам ребро 𝐵𝐶. Через точку 𝑀 про-

ведена плоскость α, перпендикулярная 𝑃𝑄. 

а) Докажите, что прямая 𝐴𝐵 параллельна плоскости α. 

б) Найдите отношение, в котором плоскость α делит от-

резок 𝑃𝑄, если 𝐴𝐴1 = 5, 𝐴𝐵 = 12 и cos∠𝐴𝐵𝐶 =
3

5
. 



48 

2.17. В правильной треугольной призме 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1 

точка 𝑀 является серединой ребра 𝐵𝐵1, а точка 𝑁 – середина 

ребра 𝐴1𝐶1. Плоскость α, параллельная прямым 𝐴𝑀 и 𝐵1𝑁, 

проходит через середину отрезка 𝐵1𝑀. 

a) Докажите, что плоскость α проходит через середину 

отрезка 𝐵1𝐶1. 

б) Найдите площадь сечения призмы плоскостью α, ес-

ли все рёбра этой призмы равны 4. 

2.18. В правильной треугольной призме 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1 от-

мечены середины 𝑀 и 𝑁 рёбер 𝐴1𝐶1 и 𝐵𝐶 соответственно. 

а) Докажите, что плоскость 𝐴𝐵1𝑀 делит отрезок 𝐴1𝑁 в 

отношении 2 ∶ 3, считая от вершины 𝐴1. 

б) Найдите объём пирамиды 𝐴𝑀𝑁𝐵1, если сторона осно-

вания призмы равна 6, а боковое ребро равно 4. 

2.19. Сторона основания правильной треугольной 

призмы 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1 равна 4, а боковое ребро равно 3. На реб-

ре 𝐵𝐵1 взята точка 𝐹, а на ребре 𝐶𝐶1 – точка 𝐺 так, что 𝐵1𝐹 =

1, 𝐶𝐺 =
2

3
. Точки 𝐸 и 𝐷 – середины рёбер 𝐴𝐶 и 𝐵1𝐶1 соответ-

ственно. Найдите наименьшее возможное значение суммы 

𝐸𝑃 + 𝑃𝑄, где точка 𝑃 принадлежит отрезку 𝐴1𝐷, а точка 𝑄 – 

отрезку 𝐹𝐺. 

2.20. В правильной треугольной пирамиде 𝑆𝐴𝐵𝐶 сторо-

на основания 𝐴𝐵 равна 12, а боковое ребро 𝑆𝐴 равно 13. Точ-

ки 𝑀 и 𝑁 – середины рёбер 𝑆𝐴 и 𝑆𝐵 соответственно. Плос-

кость α содержит прямую 𝑀𝑁 и перпендикулярна плоскости 

основания пирамиды. 

а) Докажите, что плоскость α делит медиану 𝐶𝐸 основа-

ния в отношении 5 ∶ 1, считая от точки 𝐶. 

б) Найдите площадь многоугольника, являющегося се-

чением пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶 плоскостью α. 
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2.21. В треугольной пирамиде 𝐴𝐵𝐶𝐷 двугранные углы 

при рёбрах 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 равны. 𝐴𝐵 = 𝐵𝐷 = 𝐷𝐶 = 𝐴𝐶 = 5. 

а) Докажите, что 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶. 

б) Найдите объём пирамиды, если двугранные углы при 

𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 равны 60°. 

2.22. В треугольной пирамиде 𝑆𝐴𝐵𝐶 известны боковые 

рёбра 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 13, 𝑆𝐶 = 3√17. Основанием высоты этой пи-

рамиды является середина медианы 𝐶𝑀 треугольника 𝐴𝐵𝐶. Эта 

высота равна 12. 

а) Докажите, что треугольник 𝐴𝐵𝐶 равнобедренный. 

б) Найдите объём пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶. 

2.23. Дана пирамида 𝑆𝐴𝐵𝐶, в которой 𝑆𝐶 = 𝑆𝐵 = 𝐴𝐵 = 

= 𝐴𝐶 = √17, 𝑆𝐴 = 𝐵𝐶 = 2√5. 

а) Докажите, что ребро 𝑆𝐴 перпендикулярно ребру 𝐵𝐶. 

б) Найдите расстояние между рёбрами 𝐵𝐶 и 𝑆𝐴. 

2.24. Дана пирамида 𝑆𝐴𝐵𝐶, в которой 𝑆𝐶 = 𝑆𝐵 = √17, 

𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = √29, 𝑆𝐴 = 𝐵𝐶 = 2√5. 

а) Докажите, что ребро 𝑆𝐴 перпендикулярно ребру 𝐵𝐶. 

б) Найдите угол между прямой 𝑆𝐴 и плоскостью 𝑆𝐵𝐶. 

2.25. В правильной треугольной пирамиде 𝑆𝐴𝐵𝐶 сторо-

на основания 𝐴𝐵 = 3, а боковое ребро 𝑆𝐴 = 2. На рёбрах 𝐴𝐵  

и 𝑆𝐶 отмечены точки 𝐾 и 𝑀 соответственно, причём 𝐴𝐾 ∶

𝐾𝐵 = 𝑆𝑀 ∶ 𝑀𝐶 = 1 ∶ 2. Плоскость α содержит прямую 𝐾𝑀 и 

параллельна 𝑆𝐴. 

а) Докажите, что плоскость α делит ребро 𝐴𝐶 в отноше-

нии 1 ∶ 2, считая от вершины 𝐴. 

б) Найдите расстояние между прямыми 𝑆𝐴 и 𝐾𝑀. 

2.26. В правильной треугольной пирамиде 𝑆𝐴𝐵𝐶 точка 𝑃 

делит сторону 𝐴𝐵 в отношении 2 ∶ 3, считая от вершины 𝐴;  
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точка 𝐾 делит сторону 𝐵𝐶 в отношении 2 ∶ 3, считая от верши-

ны 𝐶. Через точки 𝑃 и 𝐾 параллельно 𝑆𝐵 проведена плоскость α. 

а) Докажите, что сечение пирамиды плоскостью α явля-

ется прямоугольником. 

б) Найдите расстояние от точки 𝑆 до плоскости α, если 

известно, что 𝑆𝐶 = 5, 𝐴𝐶 = 6. 

2.27. В правильной треугольной пирамиде 𝑆𝐴𝐵𝐶 точка 

𝐾 делит сторону 𝑆𝐶 в отношении 1 ∶ 2, считая от вершины 𝑆, 

точка 𝑁 делит сторону 𝑆𝐵 в отношении 1 ∶ 2, считая от вер-

шины 𝑆. Через точки 𝑁 и 𝐾 параллельно 𝑆𝐴 проведена  

плоскость α. 

а) Докажите, что сечение пирамиды плоскостью α  

параллельно прямой 𝐵𝐶. 

б) Найдите расстояние от точки 𝐵 до плоскости α, если 

известно, что 𝑆𝐴 = 9, 𝐴𝐵 = 6. 

2.28. В правильной четырёхугольной пирамиде 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 

сторона основания 𝐴𝐵 равна 4, а боковое ребро 𝑆𝐴 равно 7. 

На рёбрах 𝐶𝐷 и 𝑆𝐶 отмечены точки 𝑁 и 𝐾 соответственно, 

причём 𝐷𝑁 ∶ 𝑁𝐶 = 𝑆𝐾 ∶ 𝐾𝐶 = 1 ∶ 3. Плоскость α содержит 

прямую 𝐾𝑁 и параллельна прямой 𝐵𝐶. 

а) Докажите, что плоскость α параллельна прямой SA. 

б) Найдите угол между плоскостями α и SBC. 

2.29. Дана правильная треугольная пирамида 𝑆𝐴𝐵𝐶,  

в которой 𝐴𝐵 = 9, точка 𝑀 лежит на ребре 𝐴𝐵 так, что 𝐴𝑀 =

8. Точка 𝐾 делит сторону 𝑆𝐵 так, что 𝑆𝐾 ∶ 𝐾𝐵 = 7 ∶ 3. Ребро 

𝑆𝐴 = √43. Точки 𝑀 и 𝐾 принадлежат плоскости α,  

которая перпендикулярна плоскости 𝐴𝐵𝐶. 

а) Докажите, что точка 𝐶 принадлежит плоскости α. 

б) Найдите площадь сечения α. 
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2.30. Дана правильная треугольная пирамида SABC, 

сторона основания AB = 16, высота SH = 10, точка K – сере-

дина AS. Плоскость, проходящая через точку K и параллель-

ная основанию пирамиды, пересекает рёбра SB и SC в точках 

Q и P соответственно. 

а) Докажите, что площадь 𝑃𝑄𝐵𝐶 относится к площади 

𝐵𝑆𝐶 как 3 ∶ 4. 

б) Найдите объём пирамиды 𝐾𝐵𝑄𝑃𝐶. 

2.31. Дана правильная треугольная пирамида 𝑆𝐴𝐵𝐶, 

𝐴𝐵 = 24, высота 𝑆𝐻, проведённая к основанию, равна 14, 

точка 𝐾 – середина 𝐴𝑆, точка 𝑁 – середина 𝐵𝐶. Плоскость, 

проходящая через точку 𝐾 и параллельная основанию пи-

рамиды, пересекает рёбра 𝑆𝐵 и 𝑆𝐶 в точках 𝑄 и 𝑃 соответ-

ственно. 

а) Докажите, что 𝑃𝑄 проходит через середину от- 

резка 𝑆𝑁. 

б) Найдите угол между плоскостью основания и плоско-

стью 𝐴𝑃𝑄. 

2.32. В основании треугольной пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶 лежит 

прямоугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶 с прямым углом 𝐶.  

Основание высоты 𝑆𝑂 этой пирамиды является серединой 

ребра 𝐴𝐵. 

а) Докажите, что 𝑆𝐴 = 𝑆𝐶. 

б) Найдите угол между плоскостями 𝑆𝐴𝐶 и 𝐴𝐵𝐶, если 

𝐴𝐶 = 16, 𝐴𝐵 = 20, 𝑆𝐴 = 26. 

2.33. Грани ABD и ACD тетраэдра ABCD являются пра-

вильными треугольниками со стороной 10 и перпендику-

лярны друг другу. На рёбрах AB, AD и CD отмечены точки K, 

L и M соответственно, причём BK = 2, AL = 4, MD = 3. 

а) Докажите, что плоскость 𝐾𝐿𝑀 перпендикулярна  

ребру 𝐶𝐷. 
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б) Найдите длину отрезка пересечения грани 𝐴𝐵𝐶 и 

плоскости 𝐾𝐿𝑀. 

2.34. В пирамиде 𝐴𝐵𝐶𝐷 рёбра 𝐷𝐴, 𝐷𝐵 и 𝐷𝐶 попарно пер-

пендикулярны, а 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐴𝐶 = 6√2. 

а) Докажите, что эта пирамида правильная. 

б) На рёбрах 𝐷𝐴 и 𝐷𝐶 отмечены точки 𝑀 и 𝑁 соответ-

ственно, причём 𝐷𝑀 ∶ 𝑀𝐴 = 𝐷𝑁 ∶ 𝑁𝐶 = 1 ∶ 2. Найдите рас-

стояние от точки 𝐷 до плоскости 𝑀𝑁𝐵. 

2.35. В тетраэдре ABCD ребро AD = 4, а все остальные 

рёбра равны 7. 

a) Докажите, что прямые 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 перпендикулярны. 

б) Найдите расстояние между прямыми 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶. 

2.36. Основание пирамиды 𝐴𝐵𝐶𝑆 – равносторонний 

треугольник 𝐴𝐵𝐶 со стороной 4√2. Боковое ребро 𝑆𝐶 пер-

пендикулярно плоскости основания, равно 2. Найдите угол 

и расстояние между скрещивающимися прямыми, одна из 

которых проходит через точку 𝑆 и середину ребра 𝐵𝐶, а дру-

гая проходит через точку 𝐶 и середину ребра 𝐴𝐵. 

2.37. Сторона основания правильной треугольной пи-

рамиды 𝐴𝐵𝐶𝐷 и её высота 𝐷𝐻 равны √3. Точки 𝑀 и 𝑁 – сере-

дины рёбер 𝐵𝐶 и 𝐴𝐵 соответственно. Найдите угол и рассто-

яние между прямыми 𝐴𝑀 и 𝐷𝑁. 

2.38. Основание 𝐴𝐵𝐶 пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶 – равносторонний 

треугольник. Высота пирамиды проходит через точку 𝐴 и 

равна стороне основания. Найдите: 

а) угол между медианами 𝑆𝐿 и 𝐶𝐾 граней 𝐴𝑆𝐵 и 𝐴𝑆𝐶  

соответственно; 

б) расстояние между прямыми 𝑆𝐿 и 𝐶𝐾, если 𝑆𝐴 = 𝐴𝐵 =

𝑎. 
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2.39. Угол между двумя скрещивающимися прямыми 

равен 60°. Точка A лежит на одной из них, точка B – на дру-

гой, причём расстояния от каждой из этих точек до общего 

перпендикуляра скрещивающихся прямых одинаковы и 

равны расстоянию между прямыми. Найдите угол между 

общим перпендикуляром данных прямых и прямой AB. 

2.40. В правильной четырёхугольной пирамиде 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 

сторона 𝐴𝐵 основания равна 16, а высота пирамиды равна 4. 

На рёбрах 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 и 𝐴𝑆 отмечены точки 𝑀, 𝑁 и 𝐾 соответ-

ственно, причём 𝐴𝑀 = 𝐷𝑁 = 4 и 𝐴𝐾 = 3. 

а) Докажите, что плоскости 𝑀𝑁𝐾 и 𝑆𝐵𝐶 параллельны. 

б) Найдите расстояние от точки 𝑀 до плоскости 𝑆𝐵𝐶. 

2.41. В правильной четырёхугольной пирамиде 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 

боковое ребро 𝑆𝐴 = √5, а высота 𝑆𝐻 пирамиды равна √3. 

Точки 𝑀 и 𝑁 – середины рёбер 𝐶𝐷 и 𝐴𝐵 соответственно,  

а 𝑁𝑇 – высота пирамиды с вершиной 𝑁 и основанием 𝑆𝐶𝐷. 

а) Докажите, что точка 𝑇 является серединой 𝑆𝑀. 

б) Найдите расстояние между 𝑁𝑇 и 𝑆𝐶. 

2.42. В правильной четырёхугольной пирамиде 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 

все рёбра равны 5. На рёбрах 𝑆𝐴, 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 взяты точки 𝑃, 𝑄, 𝑅 

соответственно так, что 𝑃𝐴 = 𝐴𝑄 = 𝑅𝐶 = 2. 

а) Докажите, что плоскость 𝑃𝑄𝑅 перпендикулярна  

ребру 𝑆𝐷. 

б) Найдите расстояние от вершины 𝐷 до плоскости 𝑃𝑄𝑅. 

2.43. На ребре 𝐴𝐵 правильной четырёхугольной пира-

миды 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 с основанием 𝐴𝐵𝐶𝐷 отмечена точка 𝑄, причём 

𝐴𝑄 ∶ 𝑄𝐵 = 1 ∶ 2. Точка 𝑃 – середина ребра 𝐴𝑆. 

а) Докажите, что плоскость 𝐷𝑃𝑄 перпендикулярна 

плоскости основания пирамиды. 
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б) Найдите площадь сечения 𝐷𝑃𝑄, если площадь сече-

ния 𝐷𝑆𝐵 равна 6. 

2.44. В правильной четырёхугольной пирамиде 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 

сторона основания 𝐴𝐵 равна 4, а боковое ребро 𝑆𝐴 = 8.  

На рёбрах 𝐶𝐷 и 𝑆𝐶 отмечены точки 𝑁 и 𝐾 соответственно, 

причём 𝐷𝑁 ∶ 𝑁𝐶 = 𝑆𝐾 ∶ 𝐾𝐶 = 1 ∶ 3. Плоскость α содержит 

прямую 𝐾𝑁 и параллельна прямой 𝐵𝐶. 

а) Докажите, что плоскость α делит ребро 𝐴𝐵 в отноше-

нии 1 ∶ 3, считая от вершины 𝐴. 

б) Найдите расстояние между прямыми 𝑆𝐴 и 𝐾𝑁. 

2.45. В правильной четырёхугольной пирамиде 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 

сторона основания 𝐴𝐵 = 4, а боковое ребро 𝑆𝐴 = 7. На  

рёбрах 𝐴𝐵 и 𝑆𝐵 отмечены точки 𝑀 и 𝐾 соответственно,  

причём 𝐴𝑀 = 𝑆𝐾 = 1. 

а) Докажите, что плоскость 𝐶𝐾𝑀 перпендикулярна 

плоскости 𝐴𝐵𝐶. 

б) Найдите объём пирамиды 𝐵𝐶𝐾𝑀. 

2.46. Точка 𝐸 лежит на высоте 𝑆𝑂, а точка 𝐹 – на боко-

вом ребре 𝑆𝐶 правильной четырёхугольной пирамиды 

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷, причём 𝑆𝐸 ∶ 𝐸𝑂 = 𝑆𝐹 ∶ 𝐹𝐶 = 2 ∶ 1. 

а) Докажите, что плоскость 𝐵𝐸𝐹 пересекает ребро 𝑆𝐷  

в его середине. 

б) Найдите площадь сечения пирамиды плоскостью 

𝐵𝐸𝐹, если 𝐴𝐵 = 8, 𝑆𝑂 = 14. 

2.47. В правильной четырёхугольной пирамиде 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 

проведена высота 𝑆𝐻. 𝐾 – середина ребра 𝑆𝐷, 𝑁 – середина 

ребра 𝐶𝐷. Плоскость 𝐴𝐵𝐾 пересекает ребро 𝑆𝐶 в точке 𝑃. 

а) Докажите, что прямая 𝑃𝐾 делит отрезок 𝑁𝑆 пополам. 

б) Найдите расстояние от точки 𝑃 до плоскости 𝐴𝐵𝑆,  

если 𝑆𝐻 = 15, 𝐶𝐷 = 16. 
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2.48. В правильной четырёхугольной пирамиде 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 

сторона основания 𝐴𝐷 = 14, высота 𝑆𝐻 = 24. Точка 𝐾 – сере-

дина бокового ребра 𝑆𝐷, а точка 𝑁 – середина ребра 𝐶𝐷. 

Плоскость 𝐴𝐵𝐾 пересекает боковое ребро 𝑆𝐶 в точке 𝑃. 

а) Докажите, что прямая 𝐾𝑃 пересекает отрезок 𝑆𝑁 в его 

середине. 

б) Найдите расстояние от точки 𝑃 до плоскости 𝐴𝐵𝑆. 

2.49. Дана правильная четырёхугольная пирамида 

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷. Точка 𝑀 – середина 𝑆𝐴, на ребре 𝑆𝐵 отмечена точка 

𝑁 так, что 𝑆𝑁 ∶ 𝑁𝐵 = 1 ∶ 2. 

a) Докажите, что плоскость 𝐶𝑀𝑁 параллельна пря- 

мой 𝑆𝐷. 

б) Найдите площадь сечения пирамиды плоскостью 

𝐶𝑀𝑁, если все рёбра равны 12. 

2.50. Дана четырёхугольная пирамида 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷, в осно-

вании которой лежит ромб 𝐴𝐵𝐶𝐷 со стороной 10. Известно, 

что 𝑆𝐴 = 𝑆𝐶 = 10√2, 𝑆𝐵 = 20 и 𝐴𝐶 = 10. 

а) Докажите, что ребро 𝑆𝐷 перпендикулярно плоскости 

основания пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷. 

б) Найдите расстояние между прямыми 𝐴𝐶 и 𝑆𝐵. 

2.51. В основании четырёхугольной пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 

лежит квадрат 𝐴𝐵𝐶𝐷. Плоскость α пересекает рёбра 𝑆𝐴, 𝑆𝐵, 

𝑆𝐶 и 𝑆𝐷 в точках 𝐿, 𝐾, 𝑁 и 𝑀 соответственно, причём 𝑆𝐾 ∶

𝐾𝐵 = 2 ∶ 1, а точки 𝐿 и 𝑀 – середины рёбер 𝑆𝐴 и 𝑆𝐷. 

а) Докажите, что четырёхугольник 𝐾𝐿𝑀𝑁 является тра-

пецией, длины оснований которой относятся как 3 ∶ 4. 

б) Найдите высоту пирамиды, если угол между плоско-

стями 𝐴𝐵𝐶 и α равен 45°, площадь сечения пирамиды плос-

костью α равна 14√3, а площадь основания пирамиды  

равна 54. 
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2.52. В основании четырёхугольной пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 

лежит прямоугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 со сторонами 𝐴𝐵 = 5 и 𝐵𝐶 = 12. 

Длины боковых рёбер пирамиды 𝑆𝐴 = 2√14, 𝑆𝐵 = 9 и 𝑆𝐷 =

10√2. 

а) Докажите, что 𝑆𝐴 – высота пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷. 

б) Найдите угол между прямыми 𝑆𝐶 и 𝐵𝐷. 

2.53. В правильной четырёхугольной пирамиде 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 

точка 𝑂 – центр основания 𝐴𝐵𝐶𝐷. Точка 𝑁 делит ребро 𝑆𝐷 в 

отношении 𝑆𝑁 ∶ 𝑁𝐷 = 1 ∶ 2. Плоскость α, проходящая через 

точки 𝑂 и 𝑁 и параллельная ребру 𝑆𝐴, пересекает ребро 𝑆𝐶 в 

точке 𝑀. Известно, что 𝑆𝐴 = 𝐴𝐵 = 6. 

а) Докажите, что точка 𝑀 – середина 𝑆𝐶. 

б) Найдите длину отрезка, по которому плоскость α  

пересечет грань 𝐵𝑆𝐶. 

2.54. В правильной шестиугольной пирамиде 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 

сторона основания 𝐴𝐵 = 7, а боковое ребро 𝑆𝐴 = 10. Точка 𝑀 

лежит на ребре 𝐵𝐶, причём 𝐵𝑀 = 4; точка 𝐾 лежит на  

ребре 𝑆𝐶, причём 𝑆𝐾 = 7. 

а) Докажите, что плоскость 𝑀𝐾𝐷 перпендикулярна 

плоскости основания пирамиды. 

б) Найдите объём пирамиды 𝐶𝐷𝐾𝑀. 

2.55. В правильной шестиугольной пирамиде 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 

боковое ребро 𝑆𝐴 = 14, а сторона 𝐴𝐵 = 8. Точка 𝑀 – середи-

на стороны 𝐴𝐵. Плоскость α проходит через точки 𝑀 и 𝐷 и 

перпендикулярна плоскости 𝐴𝐵𝐶. Прямая 𝑆𝐶 пересекает 

плоскость α в точке 𝐾. 

a) Докажите, что 𝑀𝐾 = 𝐾𝐷. 

б) Найдите объём пирамиды 𝑀𝐶𝐷𝐾. 
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2.56. В цилиндре образующая перпендикулярна плос-

кости основания. На окружности одного из оснований ци-

линдра выбраны точки 𝐴, 𝐵 и 𝐶, а на окружности другого ос-

нования – точка 𝐶1, причём 𝐶𝐶1 – образующая цилиндра, а 

𝐴𝐶 – диаметр основания. Известно, что ∠𝐴𝐶𝐵 = 30°, 𝐴𝐵 = √2, 

𝐶𝐶1 = 2. 

а) Докажите, что угол между прямыми 𝐴𝐶1 и 𝐵𝐶  

равен 45°. 

б) Найдите объём цилиндра. 

2.57. В цилиндре на окружности нижнего основания 

отмечены точки 𝐴 и 𝐵. На окружности верхнего основания 

отмечены точки 𝐵1 и 𝐶1 так, что 𝐵𝐵1 является образующей 

цилиндра, перпендикулярной основаниям, а 𝐴𝐶1 пересекает 

ось цилиндра. 

а) Докажите, что прямые 𝐴𝐵 и 𝐵1𝐶1 перпендикулярны. 

б) Найдите расстояние между прямыми 𝐴𝐶1 и 𝐵1𝐶1, если 

𝐴𝐵 = 12, 𝐵1𝐶1 = 9, 𝐵𝐵1 = 8. 

2.58. На окружности основания конуса с вершиной 𝑆 

отмечены точки 𝐴, 𝐵 и 𝐶 так, что 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶. Медиана 𝐴𝑀 тре-

угольника 𝐴𝐶𝑆 пересекает высоту конуса. 

а) Точка 𝑁  – середина отрезка 𝐴𝐶. Докажите, что  

угол 𝑀𝑁𝐵 прямой. 

б) Найдите угол между прямыми 𝐴𝑀 и 𝑆𝐵, если 𝐴𝑆 = 2, 

𝐴𝐶 = √6. 

2.59. В конусе с вершиной 𝑆 и центром основания 𝑂 ра-

диус основания равен 13, а высота равна 3√41. Точки 𝐴 и 𝐵 – 

концы образующих, 𝑀 – середина 𝑆𝐴, 𝑁 – точка в плоскости 

основания такая, что прямая 𝑀𝑁 параллельна прямой 𝑆𝐵. 

а) Докажите что 𝐴𝑁𝑂 – прямой угол. 

б) Найдите угол между 𝑀𝐵 и плоскостью основания,  

если дополнительно известно, что 𝐴𝐵 = 10. 



58 

2.60. Радиус основания конуса с вершиной 𝑃 равен 6,  

а длина его образующей равна 9. На окружности основания 

конуса выбраны точки 𝐴 и 𝐵, делящие окружность на две 

дуги, длины которых относятся как 1 ∶ 5. 

а) Докажите, что сечение конуса плоскостью 𝐴𝐵𝑃   – 

равнобедренный остроугольный треугольник. 

б) Найдите площадь сечения конуса плоскостью 𝐴𝐵𝑃. 

2.61. В одном основании прямого кругового цилиндра  

с высотой 12 и радиусом основания 6 проведена хорда 𝐴𝐵, 

равная радиусу основания, а в другом его основании прове-

дён диаметр 𝐶𝐷, перпендикулярный 𝐴𝐵. Построено сечение 

𝐴𝐵𝑁𝑀, проходящее через прямую 𝐴𝐵 перпендикулярно 

прямой 𝐶𝐷 так, что точка 𝐶 и центр основания цилиндра, в 

котором проведён диаметр 𝐶𝐷, лежат с одной стороны от 

сечения. 

а) Докажите, что диагонали этого сечения равны между 

собой. 

б) Найдите объём пирамиды 𝐶𝐴𝐵𝑁𝑀. 
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